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Abstrakt : V sowasre doke wraznou rychlost namst poteb a zpracowavat
nestrukturovara data. Jednou z wznamrych oblast manipulace s nestrukturo-
varymi daty je zpracowan sigral jako je zvuk a obraz, p ro ktee existuje velle
mnastv postup. Tato pace se zaby\a statistickym p rstupem ke zpracowan
obrazu, pi kteem je obraz interpretovan jako reprezentant rahodreho pole.
Jsou zde popsany dva probemy: odstraren sumu z obraai, ktee naponala
leps interpretaci obrazu, a klasi kace obrazu, i ktee s e sna&me identi kovat a
rozpozravat zobrazovare objekty. Gast pace zangera na odstrarensumu po-
jedrava predevsm o vyuwit simulacnch metod MCMC. Ty  to postupy je mare
vyzkotset v software, ktely je souast pace. (st pace pojedravajc o klasi-
kaci obrazu popisuje uzre modi kace metody klasi kacnch — strom. V zaweru
pace je uveden pklad zpracown obrazu, kde clem je identi kace vad tkarych
textli.
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which is the identi cation of defects in woven fabrics, is presentedt éhe end.
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Seznam symbol u

Obecre znaen
x;y;m;M;n;N; k;K; I;L;V  skabrncslo (realre, cek, pirozere)

X;Y rahodra velcina

X;Y, o vektor

XY rahodry vektor

(X15::05%n) vektor napsary po slazkach
A:D:P matice

R;Z;N mnainacsel (realre, cek, pirozere)
0;GS mnaina

fsi;:iii;sn0 mnaina dara wctem prvi

BnA doplrek mnaziny A do mnaziny B
Matice

A;D matice

AT transpozice matice

trace(A) stopa matice

Ui; Vi lew a praw singublrn vektor (SVD rozklad)

u;Vv matice lewch a prawch singuarnch vekton (SVD rozklad)

Uy;Vk  matice obsahujc prvnch k singulrnch vekton (SVD rozklad)
i =i singulrncsla (SVD rozklad)
diagoraln matice singubrnchcsel (SVD rozklad)

K matice obsahujc prvnch k singubrnchcsel (SVD rozklad)

Obraz

X;Y; @ obraz

Xs; Vs intenzity jednotliwch bod vcernobem asedem obrazu
y. = fyl;y2,y3g intenzity jednotliwch bod v barevrem obrazu

S mnaina bod obrazu (zpravidla pravaihb mzka)
@s);s2 S sousedn body k bodus

@ sysem sousednch bod

C klika v grafu tvaerym sysemem sousednch bod @
C mnaina \sech klik v sysemu sousednch bod @

G mnaina marych intenzit

G paet mazrych intenzit obrazu

YaiYsna wez obrazu na mnazire A S (resp. na jejm dophku)
0: 0, mnaina obram



Charakteristiky obrazu

(y);"ily) charakteristika obrazu
h(g);g2G histogram obrazu
My moment obrazu (charakteristika prvnhoadu)
M centaln moment obrazu (charakteristika prvnhoadu)
e energie obrazu (charakteristika prvnhoradu)
E entropie obrazu (charakteristika prvnhoadu)
vektor posunut v charakteristikach drukehoadu
a(g;dP;9;P2S prvek matice vajemreho wskytu intenzit
A (g;9P);09;2 S sdrwere rozcelen intenzit
mi( ) momenty rozdl intenzit (charakteristika drureholadu)
E() entropie obrazu (charakteristika drurehoadu)
Mpq momenty obrazuradu (p; 0
M pq centaln momenty obrazuadu ( p;0)
cov kovariarcn matice obrazu
orientace obrazu
Transformace obrazu
s(y; ) n i transformace obrazuy dara parametry
s(y) = % . parcaln derivace transformace obrazu v boce =0
ts(y; ) linearn aproximace transformace s(y; )
DCT(y) disketn kosinowa transformace
IDCT (y9 inverzn disketn kosinow transformace
DFT(y) disketn Fourierova transformace
IDFT (y9 inverzn disketn Fourierova transformace

9;9%:9Y%: 95 g pdro konvoluce obrazu

Vzdlenosti obraa

d(x;y)

de (X;Y)
dw (X;Y)
dr(x;y)
du (X;Y)

vzaalenost obram x ay
Frolkeniova vzdcalenost obram
minimowa vzchlenost obram
tecra vzahlenost obram
Hausdor ova vzdlenost obram

Restaurowan digialnch obraa

Xo

y

x(Y)

( x)
P(yjx)

P(xjy)
L(x)

D(x;y)
H(x;y)

pvodn, nezaspirery obraz

pozorovary obraz

odhad pvodnho obrazu

apriorn rozcelen pvodnho obrazu

podmrere rozcelen pozorovareho obrazu y, pi darem pvodnm
obrazux

podmrere rozcelen pvodnho obrazu  x, pi darem pozorovarem
obrazuy

krierium hladkosti obrazu

krierium vzdhalenosti obrazu x od pozorovareho obrazuwy
krierium vhodnosti obrazu x pi pozorovarem obrazey



Nahodra pole
( x);x 20 rmahodre pole, tj. pravcepodobnostn rozcelen na mno zire

obram O
L (XajXsna) lokaln charakteristika rmhodreho pole ( x)
K;K|;Kp energie rahodreho pole (x)
U potencal rmhodreho pole ( x)

UasA S funkce, ktee tva potencal U

MCMC simulace a Markovovyreezce

fxDgion: fXiGizn posloupnost stau z mnainy S
fXOg,n;fXigian  posloupnost rahodrych veltin (Markouvreezec)
S mnaina stau Markovovareezce
=f s2Sg praveepodobnostn rozcelen na mnaire stau S
e, @, . dak praveepodobnostn rozcelen na mnaire stav u
S
P =1fP.s;r;s2Sg matice praveepodobnost pechodu
p(r;s) = Prs pravcepodobnosti prechodu

Q=1Qs;rs2Sg matice pravepodobnost gechodu pro prvn krok
Metropolisova{Hastingsova algoritmu

=f ;s;1;S2Sg akceptecn praveepodobnosti  pro druly  krok
Metropolisova{Hastingsova algoritmu

p® matice praveepodobnost pechodu i-eho kroku
Markovovareezce
(t) chladc scltema

Nahodra zobrazen a stochasticle toky

"y rahodre zobrazen

Lnem sl@en m rahodrych zobrazen ' i " el
stochasticky tok

mnaina \sech zobrazen :S!S

mnaina oboustranrych posloupnost zobrazen :S!S
. = 4

pravcepodobnostn rozcelen na mnaire
pravcepodobnostn rozcelen na mnazire

stav splynut

cas nejpozcegho splynut

T,;Var T, stedn hodnota a rozptylcasu nejpozdegho splynut

S @stecre uspaadhn ha mnaire stau S

minimum a maximum na mnaire S vzhledem k uspaacan

3—|:§'U'U

3~ m
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Klasi kace obrazu

Z =(24;::0,2w) vektor maen (vlastnost) objektu (obrazu)

Z prostor \sech marych meen

O prostor sech klasi kovarych obram

C=fcy:ii a0 mnaina sech td

L="FIl;::5100 mnaina \sech textur

d(y) klasi kecn pravidlo

Y rahodra velcina na mnazire O

L rahodra velcina na mnazire \sech textur L

P pravéepodobnostn rozcelen na mnazire O L

ds Bayesv Klasi lator

T strom

t, t uzel

T mnazina ligt stromu

R (d);R (T) skutecra mraspatreho zaazen klasi katorem  d
(stromemT)

RY(T) odhad skutecre mryspatreho zaazen stromu T
z wcho vzorku

c(l4j12) cenaspatreho prazen textury |; msto spavre
textury I,

C (d);C (T) skutecra cena spatreho zaazen klasi katorem d

(stromemT)
CY(T);CV(T);CV(T) odhady skutecre cenyspatreho zaazen stromu T

T, podstrom, kde uzelt je kaenem
D mnaina \sech marych celen uzlu
CEl G funkce mry znecsen
(t) mra znesen uzlu t
(d; 1) pokles znecsen zpsobery rozcelenm uzlu t po-
moc celen d2D
p(l; t); p(ljt) odhady praveepodobnost P (I;t) a P(ljt)
q(t) funkce, ktea kazcemu listu prad texturu
g (t) vhodra volba funkce q(t)
W (t) casowa raranost uzlu t
W (T) stedncasow raracnost stromu T
KVY(T) krierium pro wker vhodre slaitosti stromu,

ktee kombinuje stedncasovou raracnost stromu
a cenuspatreho zaazen
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Uvod

S rostoucm wkonem wpaetn techniky vauste i obje m dat zpracowvary fi
statistickych analyzach. Zatmco v roce 1970 byly \edci schopni zpracovat na
slowch pactacch data, ktea nelaadowe stovky aznam, destky pronenrych
a byla ul@ena na cerrych sttcch, ktee zabraly celou ms tnost, dnes existuje
mnoho organizac, ktee ve swch datowch skladech uchoavaj pentabajty@ dat.

Nejenom,ze roste poteba zpracowavat \ets objemy d at, ale talecasto pracu-
jeme s daty, ktem nemaj strukturu tabulky. Frkladem m  ze byt anal/za nestruk-
turovarych dat v podole textu, zvukoweho maznamu, obrazu, ppadre aznamu
videa (sekvence obram). V £to paci se zanmgme na dat a reprezentujc obraz,
a to pedevsm na odstrarensumu z obrazu a rozpozravan zobrazerych objeka
a jejich klasi kaci.

V mnoha aplikacch vywvajcch metod klasi kace obrazu je d ulezie nejenom
pesnost model, ale tale rychlost s jakou je zaazen obrazu vykorano, a pro-
to v rasledujcm textu zmnme i postupy, ktee vedou ke zr ychlen zpracowan
obrazu pi zachowan dostatecre gesnosti. Dab d ulezitou vlastnost modal je
invariance wi pedem zvolere skupire transformac obr azu. To sakcasto vede
kcasowe raracnosti wpaa. Proto se v aplikacch pou zvaj postupy, ktee za-
jst'uj alespa lokaln invarianci.

Behem zslawan obrazowch dat (elektronicle podoby o brazu) kezre dochaz
k deformaci obrazu zpsobenou mnoha aspekty, jako jsou nevnosti optiky -
padre jire kvalitativn nedostatky snmacho zazen, ne bo ,zaspiren\ obrazu
v putehu jeho digitalizace a rasledrychuprav. Frkladem m we kyt tzv. 'sum”na
fotogra ch zskarych pi nastaven vysole urovre ¢ itlivosti ISO. V mnoha ap-
likacch odstrarensumu z obrazu vede k legs interpretac i obrazu a rasledremu
zlepsen pesnosti klasi kace obrazu. Vyuweit rektely ch zakladnch algoritma pro
odstraren sumu \sak vede k zamken obrys zobrazo varych objekt. Proto
je vhodre kombinovat postupy pro odstraren sumu s rastroji pro segmentaci
obrazu a detekci hran. Segmentac mysime postup, pi ktem obraz rozcelme
na rekolik ast, kde kadh @ast reprezentuje plochu s j ednm, pravidelre se
opakujcm vzorem (texturou). Za hranou povazujeme msto v obraze, kde se
rahle men jeho charakter. Tyto hranycasto reprezentuj obrysy objekt.

Prace obsahuje sest kapitol, z nictz prvn popisuje zkladn charakteristiky
a rastroje powvare i paci s obrazy. Druha je zam aena na pedzpracowan
obrazu. Rredevsm pak na odstrarensumu z obrazu pomoc simulacnch metod
MCMC, i kteich je obraz chapan jako reprezentant ra hodreho pole. Potebra
teorie o Markovowch reezcch, ktea je vywvana v s imulacnch algoritmech,
je popsana ve tet kapitole. Ctvra kapitola se \enuje klasi kenm metocam
powvarym ve zpracowan obrazu. Fredewsm je zde po psan postup umanujc
optimalizovat casovou raracnost klasi kecnch stromn. P ad kapitola obsahuje
pklad vywit statistick/ch postup ve zpraconan ob  razu. Konketre je zde
popsan probem identi kace vad ve tkarych textlich. Sou @st pace je tale soft-
ware ktely umanuje aplikovat postupy pro odstrarens umu z obrazu, popsare
v drule kapitole, na libovolry obraz. Pow\an tohoto soft ware je popsano vsese
kapitole.

11 PB (pentabajt) = 10 1°B
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1. Obraz a jeho reprezentace

Mejme mnainu bod S. Nefpasgji bude S = f(i;j);1 i M;1 | Ng
dvouroznerra pravalhb nzka bod o rozmeru M N. Intenzity y = fys 2
Gg,s budeme dale nazvat kon gurac , vzorem sigralem neboobrazem Mnaina
intenzit G zpravidla obsahuje konecry pacet hodnot, oznacujcch uzre odstny
barev.

Rklad 1.1: (Digiain obraz)

Jednoductym pkladem jecerno{by obraz, kde intenzity ys mohou nabyvat
pouze dvou hodnot. Budeme powvat hodnotu 1 procernou barvu a 1 pro
barvu blou.

Cerno{bly obraz budeme pro jeho jednoduchost powvat predevsm pro ilus-
traci fungowan popisovarych postup. K praktickm u celm se casto hod
obrazy, jejiclz intenzity ys nalbyvaj hodnot z konecre mnaziny odsto sedi
ys 210;1;:::;G 19, kde G je paet odstnsedi, 0 znacernou barvua G 1
blou. Cerno{bl obraz nee byt chapan jako specaln g padsectho obrazu
se dema odstnysedi G = 2, awak volba G= f 1;1g je phodref pro teorii
rahodrych pol, a proto budeme v cek paci powvat to to znacencerno{bkho
obrazu.

Pro barevry obraz se vyw\a rekolik reprezentac. V rmas ledujcm textu
budeme barevrym obrazem myslet takow, kde intenzityy . = (y2;y?;y3) jsou
vektorem se temi komponentami. Kad komponenta nee nalyvat hodnot
y.2f0;1;:::;G 1g. Prvn komponenta reprezentuje intenzitucervere slaky
barevreho spektra. Obdobre slow druba komponenta pro zelenou a tet kom-
ponenta pro modrou slaeku barevreho spektra. Napklad vektor (0,0,0) tedy
znacernou barvu, vektor (G-1,G-1,G-1) blou barvu, vekt or (G-1,0,0)cervenou
barvu, a podobre.

Pozramka 1.1:

Reprezentace barvy z pkladu[1.1, kde kazch barva je vyadena jako kombi-
nacecervere, zelere a mode barvy, se naz\a aditivn mchan barev nebo tale
RGB (Red, Green, Blue) model. Mnohdy jsou \sak vyw\any i jire barevre
modely, napgklad:

CMYK - tzv. substraktivn mchan barev, pi kteem barvu z skame
kombinac dophkowch barev k makladnm banam RGB. To ] sou azurowa
(Cyan), purpurowa (Magenta) a zlua (Yellow). Psmeno K ve z kratce
reprezentuje celkovou tmavost barvy.

HSV neboHSB - barevry model, ktey nejepe odpovd lidskemu vn-
man barvy. Kad barva je ucena hodnotami odstnu (H ue), sytosti (Sa-
turation) a jasu (Value nebo Brightness) barvy.

Mchan barev je spojie, ale pro uchowan digialnch obr am je pow\ana
diskretizace. Proto jsme v pklace [ 1] uvazovali disketn mnainu intenzit G.
Nicrrere pro rektee teoreticle uvahy je vhodra spojit a reprezentace obrazu.
V takoem ppack je S = R? a intenzity jednotliwch bod mohou nalyvat
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hodnot z mnaziny \sech raalrychcsel G= R. Kady obraz je tak reprezento\an
zobrazenmy : R? | R, ktee kaztemu bodu s 2 R? piad intenzitu .
O tomto zobrazen se zpravidla pedpokhda, ze je diferencovatelre.

Budeme{li rekde pracovat s orientac obrazu, budeme uvazeat,ze body jsou
v obraze uspaadhny stejre jako je zvykem zneait prvky matice. Bod (1,1) je
tedy v obraze o rozmerechM N umsen v le\em hornm rohu, bod (M,1)
v lexem dolnm rohu a bod (1,N) v prawem hornm rohu obrazu.

1.1 Charakteristiky obrazu

V obraze se casto vyskytuj plochy obsahujc rejaky vz or, ktey se pravidelre
opakuje a reprezentuje rejaky povrch. Typickymi pklad y mohou byt tavnk,
psek, htka nebo zed zobrazera z ucie vzdalenosti. Temto ploctam serkat ex-
tury. Zakladnulohou anal/zy obrazu je pak odlsit tyto te xtury od sebe a rozcelit
obraz do souvisych ploch, kde kazda obsahuje jiry vzor. Olwykiym postupem je
rozcelit obraz na rekolik podobram (zpravidlactvercoveho tvaru), ktee se mo-
hou i pekyvat, porovnat charakteristiky jednotliwch pod obram a na aklacke
jejich rozdInosti rozhodnout, zda se jedra o shodnou nebo millinou texturu.

Uvazujme obrazy = fys 2 Ggs,s a jeho dva podobrazyy , = fys 2 Ggsa
ayg = fys 2 Ggs2p, kde A;B  S. Bzrym krieriem pro prazen shodreho
oznaen textury je

Ji(ya) i(Yg)] <Ci;
V eto sekci popseme rekolik typ charakteristik, ktee  jsoucasto vyw\any.

Charakteristiky prvnhoadu:
Prvn skupina charakteristik je zal@ena na histogramu intenzit Pro mnainu
bod A Saobrazy, = fys 2 Gga, kdeG R, de nujeme histogram intenzit

vzorcem fso A _

s 'Ys = gg)
—= ; 2G;
A] J

h(g) =

kde jAj zna kardinalitu mnaziny A.
Wznamnou skupinou charakteristik prvnholdu jsou ped evsm momenty

X
mq=  g‘h(g); k2 N;
g2G
a centralizovare momenty
X
M= (g my)h(g):

92G
Z hodnot histogramu je tale mare zskat energii obrazu
X
e=  h*g)
92G

a entropii X
E = h(g) In h(g):

92G
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Pozramka 1.2;

Charakteristiky prvnho du byvaj wrazre ovlivreny intenzitou os\wetlen
s@ny obrazu. Tyto vlivy meeme odstranit pomoc tak zvan e ekvalizace obrazu,
neboliupravy, ktea vede na rovnonerre zastoupen intenzit v histogramu.

Charakteristiky drutehoadu:

Charakteristiky prvnholadu v sole nenesou informaci o relativnm rozlaen
bod v obraze a vztahu jejich intenzit. Za tmwelem jsou uva zowny charakte-
ristiky drurehordu, ktee tuto informaci poskytuj.

Uvazujme vektor posunut . Typicky powvare hodnoty jsou (1 ;0), (0; 1),
(2;1), ( 1;1) pro posunut o jeden bod dolu, vpravo a po diagorahch. Maice
vajemreho wskytu intenzit sestna z hodnot

a(@d; 9d26G;

ktee oznacuj, kolikat se v obraze vyskytuje dvojice bodu s;s°2 S takowch, ze
ys = 0, V0o = g°as’je wi s posunuto o vektor . Charakteristiky drurehoadu
vychaz ze sdrweereho rozcelen intenzit v avislosti na posunut , ktee je cano
vztahem

a (g;9).

n

A (g;d)=

kden je paet dvojic bod v obraze, ktee jsou wi soke posu nuty o vektor
Jako pklad uvedeme momenty rozdl intenzit

X
md )= (@ A (g:d);
9;02G
a entropii

X
E()= A (g;PInA (g;:9:

9;9%2G

Pozramka 1.3:

Sis skalu charakteristik drureho adu i s popisem jejich interpretace lze
nakzt v [23] nebo v monogra i [25].

Momenty obrazu:

Dak dlezitou skupinou charakteristik popisujcch obraz  na pravaihe nzce
bod jsou jeho momenty. Zakladnm momentem@adu ( p; ) obrazuy = fysQss
na mnazire bod S=f(;j);1 i M;1 | Ng, budeme rozunet

Centalnm momentem pak bude
Pu PN _
pq — ™M :

i=1 i=1 Yii
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Witecre informace o obraze v sole nese & jeho kovariaon matice

MZO Mll
Mll MOZ
Vlastn vektory kovariarcn matice totz udavaj orient aci obrazu a vlastncsla

excentricitu (nebo epe protazen) swtlegch oblast v obraze.Casto powvare
charakteristiky obrazu tak jsou orientace

covy =

= ! arctan My
2 M2o Mo

a excentricita r

kde

p .

o Mo + Mo2 AMZ + (Mo Mo2)?

I_ -
2 2

Rklad 1.2: (Interpretace moment)

Interpretaci echto moment budeme ilustrovat nasedcem o braze
y = fy; 210,19:0 i;] N 19, kde mnaina marych intenzit G
obsahuje pouze 2 prvky. Intenzita O reprezentuje blou barvu antenzita 1
reprezentuje barvu cernou. V takovem obraze momentymp, a Myq popisuj
rozlaeen cerrych bod v obraze. Specalre dvojce mome ni ( myg; Mpy) udcha
stedcerrych bod v obraze, zatmco momenty My (resp. Mg,) udavaj rozptyl
cerrych bod v obraze ve vertikalnm (resp. horizonalnm ) smeru.

V mnoha ppadech zpracown obrazu je naopak poteba powvat charakter-

istiky obrazu, ktee jsou invariantn i zvolere mnain e transformac. Kla-
sickym pazadavkem je invariance wi posunut, rotaci neb o zrere netka. Casto
powvare invariantn momenty k emto transformacm jso u popsany rasledujcmi

vztahy:

l1 = Mg+ Mg

l, = (Mo Mp)®+(2Myy)?

I3 = (Mg 3Mp)?+(3Ma  Mgg)?
I, = (Mgo+ Mpp)®+ (Mar + Mgg)?

ls = (Mg 3Mp)(M3zg+ M) (Mag+ Mip)?  3(May + Mog)?
+ (BMa1  Mo3g)(Mar + Mgg) 3(Mgo+ M12)® (M + Mgg)?

le = (Mg Mg) (M3g+ M12)?2  (Myy+ Mog)?
+ 4M11(M3p+ M12)(M21+ Mog)
7 = (BM21 Mgg)(Mgo+ M1p) (Mg + M12)2 3(Moy + Mos)2

+ (Mao  3M12)(Mar + Mgg) 3(Mgo+ M12)® (M + Mgg)?

lg = My (Mgp+ M12)?  (Mag + Mgs)?
(M2 Mg2)(M3p+ M12)(M21 + Mgg)
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1.2 Reprezentace obrazu

Vuvodu prce jsme obraz de novali jako intenzity na pravaih& nzce bod.
Pro rektema zpracowan obram nen tato reprezentac e nejvhodregs. Rrkladem
nee lyt vektorowa reprezentace obrazu, ktea je vhod rep pro jednoduchou
manipulaci s geometrickymi tvary v obraze. V eto sekci poseme rekolik trans-
formac obrazu, ktee mohou kyt vywity nejenom k zska n charakteristik obrazu
witecrych pro jeho raslednou klasi kaci, ale tale pro jeho e fektivreg ulazen.

SVD rozklad obrazu:

Mejme obrazy = fys 2 Ggs,s na mnaire bod S =1f(;j);2 1 M;1
] Ng, kdle G R. Obrazy je matic o rozmerech M N. SVD rozkladem
obrazuy budeme rozumet maticow soLcin

y=U VT;

kde U je uniarn matice M M, je diagoraln matice o roznmerechM N
aV je opet uniarn matice N N. Pro diagoraln prvky matice  navc plat
11 22 mm 0, kdem = min (M, N )

Pozramka 1.4;

Csla ;= j nazname singubrn hodnoty matice (resp. obrazu) y, zatmco
sloupam matice U (resp V) rkame lew (resp. praw) singubrn vektory.
V ppadk, ze obraz nen ctvercow (pedpokhdejme ze N < M ), pak mati-
ce je tale obclnkowho tvaru

= ; (1.1)

kde € jectvercow diagoraln matice singubrnchcsel a 0 znac matici, ktem
obsahuje sane nuly. Z toho vypina,ze prouplnou (bezeztatovou) rekonstrukci
obrazuy z matic U, aV nepotebujeme uchovat \sechny lewe singuarn
vektory, ale pouze prvnchN z nich.

Matice je diagoraln matice s hodnost min( M; N ), a proto neeme mati-
cow souwin ([.I) pepsat jako soicet

mir§<M;N )
y = ui vy
i=1
kde vektory u; (resp.v;) jsou lewe (resp. praw) singulrn vektory SVD rozkladu.
Jednou z metod pro odstraren sumu a zaroven redukci uchowavarych dat je
rekonstrukce obrazu za pouwit pouze prvnchk < min(M; N ) stana. Upravery
obraz pak zskame ze vztahu

y‘: Ui iV;r: Uk kV-ll(—; (12)

kde
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Uk JjematiceM k a ve sloupcch obsahuje prvnch k lewch singubrnch
vektou,
k Je maticek k a na diagorale obsahuje prvnch k singuarnchcsel,
Vi jematiceN k a ve sloupcch obsahuje prvnch k prawch singuarnch
vektou.

\eta L[.TI]v sekci[I1.3 ukazuje vztah aproximacd (1.2) k tzv. Froleiowe vzd-
lenosti obram. Podle eto \ety je matice ¥ nejlep aproximac matice y vzhle-
dem k Frokeniowe norne mezi 'semi maticemiadu k. Nazornou ukazku vlivu
snzowan patu vywiych singulrnch csel a vekto  w najdete na obazku 1.2]
(prvnrada obazl).

Disketn kosinowa transformace:

V rektelych situacch je whodre pgewest sigral (obra 2z) do tzv. frekvercn
dorreny pomoc transformac podobrym disketn Fourie rowe transformaci (DFT),
kterou popseme ree. Pro zpracowan obrazu se nef aseji pow\a disketn kosi-
nowa transformace (v literatue zkracovara DCT), ktea n a rozdl od Fourierovy
transformace pracuje pouze s ralrymicsly. Pro sekvenciralrych csel x; 2

R;0 i N 1, je jednorozrerma disketn kosinow transformace de nowana
vztahem
X 2k +1)s
x{=as  xxcoS % - pro0 s N L (1.3)
k=0

Normujc konstanty ag nabyvaj hodnot

8q_,
< 1. -0N-
I pros=0;
as =, a4,
- &, jinak.

Jde o linearn transformaci tvaru x°= Dx , kde maticeD nee byt predpo-
ctna pro pevre zvolere N. To je dleia vlastnost, protae v praxi je \esinou
DCT transformace vyw\ana tak,ze sekvence je rozcelera na stejre dlouteuseky
a transformace je rasledre vypactena pro kazdyusek zvist . Rredpacan mat-
ice D pak redukuje paet matematickych operac v algoritmu,cmz se sre je-
ho wpaetn raracnost. Jako pklad jsou na obiazku [1.1 uvedeny grafyclen

cos &2 7 rovnosti (I.3) proN = 8 a menc se hodnotu k. Tyto vektory

jsou v literatuwecasto naznany kosinowe kazowe funkc e (cosine basis function).
Pro wpaet pvodnho sigralu z transformovarych hodno t je mare vyt
inverzn DCT danou vztahem

X+ (2k +1)s
Xk = AsXgC0S ——————
o 2N

Uvazujme nyn obraz reprezentovary ctvercovou matic intenzit y = fyy 2
R;0 k; I N 1g. Pro manipulaci s digialnmi obrazy se casto vyw\a
dvourozmrerra DCT transformace

XX 2k+1)s 2l +1)t
ygt = DCT(y)st = asqg Yk COS % coS % :
k=0 1=0
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Obmazek 1.1: Bazowe funkce DCT pro N = 8. Kazdy graf reprezentuje jedenadek
matice.

s inverzn transformac ve tvaru

X X1 2k +1)s 2l + 1)t
Vi = IDCT (9 = a5y, COS % cos %
s=0 t=0

Mezi zakladn vlastnost dvourozmerre DCT pat jej s eparabilita. Transfor-

maci neeme totz zapsat ve tvaru
|
o X1 2k +1)s X1 @+t
Yst = & cos T oN 2 Yi COS N
k=0 1=0

ktely ukazuje,ze dvouroznernou DCT neeme spatat tak, ze nejprve prove-
deme jednorozrernou DCT na sloupce maticg a ve drutem kroku provedeme
oret jednorozmernou DCT powradcch wstupu z prvnho k  roku.

Disketn kosinowa transformace jecasto vyw\ana ve ztatowch kompresnch
algoritmech pro digialn obrazy, kde se vyw\a toho,ze lids le oko nen schopre
rozpozravat drobre zmeny v komponenach DCT rozkladu, ktee odpovdaj
vysm frekvencm. Tytocleny rozkladu neeme rasledn e ukhdat s nis presnost
a nebo jeuplre vyadit. Obiazek 1.Zlukazuje srovran rek onstruovarych obram
pomoc SVD a DCT rozklad. V ppace DCT nebyla pro rekonst rukci obrazu
powita ceh matice y° ale pouze jej ,leva horn\ podmatice o velikost n  n.
Jirymi slovy, byla powita inverzn transformace ve tvaru

y _Xlxlasatyo o5 _ktDs @+ Dt
kl — st — Aan1 I T
o o 2N 2N
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Obmzek 1.2: Prvn mdek - pvodn obraz htky a jeho ap roximace pomoc
SVD rozkladu (k zna paet vywiych singubrnchcsel); Druty e dek - DCT
reprezentace obrazu a jeho aproximace pomoc DCT rozkladd gnac rozner

vywzie@asti DCT matice).

Dabm srovranm rekonstrukce obrazu pomoc SVD a DCT ro zklad je tabul-
ka [1.1, ktea pro wzre urovre gesnosti rekonstruova rych obram uchwa paet
parametn, ktee je pro tuto rekonstrukci poteba uchov at a vzdalenost rekon-
struovareho obrazu od obrazu pvodnho. V gpace SVD r ozkladu s vywitm k
singulrnch csel potebujeme uchovat k lewch singuarnch vektoun, k prawch
singulrnch vektan a k singulrnch hodnot. Pro obraz o velikosti 256 256 je to
2 256 k+ k hodnot. V gpadce DCT rozkladu vyw\ame podmatici o veliko st
k k z pvodnho DCT, tedy k? hodnot.

SVD DCT
k p D I p D
32| 16416| 17.1| 128| 16384| 8.7
8 | 4104 | 34.2|| 64 | 4096 | 25.0
2 | 1026 [ 61.2]| 32 | 1024 | 411

Tabulka 1.1: Srovran rekonstrukce obrazu pomoc SVD a DCTrozklad ( k -
paet vywiych singubrnch csel SVD rozkladu; | - rozm er vywie @asti DCT
matice; p - paet uchowavarych parametn; D - Froleniova vzdlenost pvodnho
a rekonstruovareho obrazu).

Pozramka 1.5;

Nektee reprezentace obrazu podobre Fourierowe transbrmaci jsou vhodre
pro situace, kdy potebujeme porovravat obrazy, na kteych daslo k otaenci
znere nmatka seny. Fkladem takowe reprezentace mee byt Fourier - Melli-
nova transformace. Jej analyticky tvar a rekolik zpsobu d isketn aproximace

jsou popsany v [8].
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Disketn Fourierova transformace:
Na rozdl od disketn kosinowe transformace je wstupem disketn Fourierovy
transformace matice, ktea obsahuje komplexncsla (nejenom realra). Pro obraz

reprezentovary ctvercovou matic intenzit y = fy, 2 R;0 k;I N 1gje
de nowana disketn Fourierova transformace vztahem
Wik 1 _
Yo = DFT (Y)& = yge 21N g gt N1 (1.4)
k=0 [=0

kde i zna imagirarn jednotku (komplexnch csel). Rvodn obrazyy z trans-
formovarych hodnot yS zskame pomoc inverzn DFT rasledujcm zpsobem:

1 I 1 .
Ya = IDFT (y9a = yge GO0 Kkl N L

s=0 t=0

Stejre jako v ppace DCT se jedra o linearn separabiln  transformaci, jeg
koe cienty je mare pedpctat pro pevre zvolere rozm ery vstupnho obrazu.
Na rozdl od DCT \sak tato reprezentace obsahuje mnoho nadhecrych (dupli-
citnch)clen. Napklad proindexy u=N sav=N tplat x%, = x%, kdea
zna komplexre sdrwzerecslo keslu a2 C. Oproti DCT sak pro DFT plat,ze
konvoluci obram odpovda rasoben po prvcch jejich rep rezentac ve frekvercn

donere. Ve \esm detailu popeme tuto vlastnost v mas ledujcm odstavci.

Konvoluce:

Konvoluce je zakladn operator pro manipulaci s obrazem. R zre varianty to-
hoto opematoru mohou poslowit jak k odstrarensumu z ob razu, tak ke zwrazren
hran v obrazu. Mejme tzv. pdro konvoluceg = fgs 2 R; K s;t Kgaobraz
y=fyw2R; K kI N+K 1g, ktey je de novary nejenom v intervalu
(O;N 1) (O;N 1), ale je tale romery po okrajch o K bod. Budeme
pedpokhdat,ze obraz y je po okrajch rozen tak,ze plat

y(k;1);
y(k;1);
pro K k;I K. Jirymi slovy, obraz y z oblasti (OGN 1) (O;N 1) je

opakovare poskhadn v rovire (jako dlazdice; viz obazek [L3). Pomocy budeme
znit azen obrazu y na mnazinu (O;N 1) (O;N  1).

y(k+ N;I)
y(k;1+ N)

1 1
1 1 y
y* : y* :/ y*
__.___.___._% _________ : _________
y* | y* | y*
1 1
________ U
y* y* y*

Obmlzek 1.3: Vztah obram y ay .
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Umluva 1.1:

Pro et pehlednost textu budeme v eto sekci powev at apis y(k;l) (resp.
g(s;t)) msto doinch indexn vy, (resp. gst).

Konvoluc pdra g a obrazuy se mysl obraze = fg,;0 k;I N 1g, dary
rasledujcm vzorcem

XX
B = a(s;y(k s t): (1.5)

s= Kt= K

V praxi se zpravidla powvaj takova pdra konvoluce, jej icte rozner K je
wrazre mers ne rozmer obrazu N. Meeme tedy pedpokbdat,ze K < (N
1)=2. Uvazujme dale obraz g = fg,;0 k;l N 1g, jeha@ vztah k pdru
konvoluce je dan rasledujcmi rovnicemi

g (ki) = g(k:1) pro0 Kkl K
g(k;l)=gk N;I) proN K k N 1a0 | K;
g (k;)=g(k;I N) pro0 k KaN K | N 1
g(k;l)=g(k N;I N) proN K kI N 1
g(k;H=0 jinak.

Struktura matic v (L.6) ukazuje,ze matici g zskame z pdra konvoluce g ve
dvou krocch:

1. Rozcelme pdro g na 4 bloky tak,zerezy vedeme mezi indexy 1 a 0, jak
ve vertikalnm, tak v horizonalnm snreru.

2. Kazdy blok pdra g umstme do proegho rohu matice g . (Tedy G p do
praweho hornho rohu, G,y do prawho dolnho rohu, apod.)

1
Gep 0 Gpp

g=@ 0 o0 o0 A (1.6)
Gpy O Guu

g= G Gpx
G Gep

Pro konvoluci g danou vztahem [I.b) plat
v=IDFT DFT(g) DFT(y) ;

kde symbol zna sowin matic po jednotliwch prvcch.

1.3 Vzalenost obraa

Ri powzit mnohorozmerrych statistickych metod na zpr acowan informac v obra-
zech je poteba ucit, jakym zpsobem budeme naitvzd alenost mezi jednotliwymi
obrazy. Nejjednodusm pstupem je vywt vybraryc h charakteristik pro popis
obrazu ze sekce1.1 a jako vzdhlenost obram bat Eukleidovsiu (prpadre jinou)
vzdhlenost echto statistik.
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Vzdhlenosti v prostorech matic:

Druty pstup vyw\wa toho, ze obraz je reprezentoa n matic y, a proto
nmeeme pracovat s metrickymi prostory matic. Uvaujme ny n dva obrazy x =
fXs 2 GGos
ay = fys 2 Ggps. Jedna ze akladnch metrik v prostorech matic vychaz
z Frokeniovy normy a je dana vztahem

S ¢
de(x;y) = (Xs Ys)?:
s2S

Jak ukazuje rasledujc \eta, Frokeniova metrika jeuzce spjata s SVD rozkladem
obrazu. (viz sekcé_1]2)

\eta 1.1:

Mejme pravauhlou nzku bod S =1f(i;j);1 i M;1 j Nganan
obrazy = fys 2 Ggy;s, kde G R. Ozname ®, odhad obrazuy, ktey jsme
zskali pomoc prvnch k singulrnch csel SVD rozkladu. (vzorec (L.2)) Pak

plat Vv
ﬁ mingM:N )
de (y;9y) = £

I=k+1
kde | zna I-e nejes singublrncslo.

\eta [T]je jednoduchym dsledkem tzv. Eckertovy-Youngovy \ety, ktea je uve-
dena v rasledujcm lemma a byla pevzata z [17].

Lemma 1.1:

Necht A 2 RM N pak pro Frokeniovu normu matice A plat
vV
q ﬁ MingM:N )
jjAjje = trace(ATA) = 2
=1

kde AT zna transpozici matice A, trace() zna stopu matice a | jsou vlastn
csla matice A.

Tera vzalenost - lolaln invariance:

Frokeniova metrika \sak nen zdy nejvhodreg volbou vzdalenosti, protae
nee byt citliva wi transformacm, ktee je epe @ i rekterych aplikacch opomi-
nout. V takowem ppace neeme pouwet tzv. tecnou vz dalenost, ktea opom;
drobre zreny v obraze.

R popisu tecre vzdalenosti budeme pracovat s derivacemitransformac obra-
zu. Budeme se pitom zajmat pedevsm o drobre zneny int enzit v obraze, a
proto nevystacme s disketn mnainou intenzit G. Mejme tedy obrazy = fys 2
[0; 1]os2s, tj. obraz, jeha intenzity nabyvaj hodnot z intervalu rea Irych csel
od 0 do 1. Mnainu bod S uvazujme konecnou. Transformac s(y; ) obrazuy
budeme myslet zobrazen, ktee pro kadou volbu parametn = ( 1;:::; k)
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obrazuy ptad transformovary obraz ¢ = fgs 2 [0; 1]gs2s. (Bzre transformace
obrazu jsou napklad otaen a posunut obrazu, nebo znena jeho s\wetlosti.)

Uvazujme takovou transformacis(y; ),ze pro kady obraz y plat s(y;0) =
y. Jedna ze vzdalenost obram, ktee jsou invariantn u ci rodire transformac
s(y; ), je cana vztahem

dwv (x;y)=mi;n de s(x; );s(y; ) : (1.7)

Pro mnoho transformac \sak neexistuje analyticky tvar € to metriky, a proto
jej vyuit je wpacetre raracre. Navc v rekter  ych aplikacch nenuplra invari-
ance adouc. (Napklad pi rozpozrenan psarych  cslic je vhodre opominout
drobre rozdly ve sklonu cslic, nicmere uplra invariance u ci otacen by ved-
la k zamenowan cslic 6 a 9.) V takowch situacch nmeeme powt minimaln
vzdhlenost linearn aproximace transformace s(y; ) (tzv. teenou vzdalenost).
Ve zbytku sekce budeme pedpokhdat,zes(y; ) je diferencovatelra as{y) =

(s2(y);:::;s2 (y)) budeme znait vektor derivac, kde
Qy; )
sAy) = ;
I(y) @ i o

Potom linearn aproximac transformace s(y; ) rozumme

X
ts(y; )=y + iSiy):

i=1

Tecnou vzdalenost de nujeme vztahem
dr(x;y) =min de ts(x; )its(y; ) ; (1.8)

kde dr (; ) znac vzdalenost vychazejc z Frokeniovy normy. Pou zita \sak nee
byt i jira vzdalenost obram, pokud ji potebujeme uctla t lokalre invariantn i
darym transformacm.

Na rozdl od vztahu (L.7) je minimalizacnuloha v de nici teen e vzdalenosti
resitelma. Hodnoty parametu a , pro ktee jsou si obrazyts(x; ) ats(y; )
nejbke, zskameresenm soustavy normalnch rovnic

SIX) ts(x; ) t(y; ) = 0;  i2fliKg (1.9)

sAy) ts(x; ) ts(y; ) = 0; i2f1:::;,Kg; (1.10)

ktee dostaneme derivovanm Frokeniovy metriky ve vztahu ([I.8) podle parameiu
a

Pozramka 1.6:

Derivaces{(y) jsou tale de nowany na mnaire S stejre jako obrazy. V ro-
vnostech [1.9) al(1.10) powr\ame sain a rasoben n  ejenom obram samotrych,
ale tale jejich derivac. V ppac <tn jde o operaci  provacenou po prvcch.
(Tzn.: Sowctem z = x + y zname obraz, pro ktey plat zs = X+ ys v kazcem
bocke s 2 S.) Ai rasoben sak proadme skaﬁg,n sowin. (Tzn.:  Sowinem
z= Xy znaxme realrecslo dare vztahem z= _,oXsYs.)
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malnch rovnic (1.9}, resp. (L.10), pepsat do maticowe formy

Ly ts(x; ) ts(y; ) = O

Ly ts(x; ) tsy; ) 0;

kde L, (resp.Ly) je matice, ktem ve sloupcch obsahuje tecre vektory s(x)
(resp. sXy)).
Resen sysemu vychaz z greveden rovnic do rasledu jcho tvaru
(LyLyly LK y) = (Lx  Lylyly)
(LnyxleI L;)(X y) = (LnyxleXy Lyy) ,

kdeL, = LyLy, Ly = LyLy, Ly = LyLyaly =LjLy.

Hausdor ova vzalenost:

Jako posledn pomseme vzdalenost, ktea je casto pouzvana pro identi kaci
pohybujcch se objeki v obraze. Uvazujme dw podmna iny S; a S, mnaziny
bod S. Pak Hausdor ova vzdalenost mnain S; a S, je chna vztahem

du (S1; S2) = max (h(Sy; S2); h(S;; S1)) ;

kde

h(S:1;S,) = max min jis;  Salj
ajj jj zna rejakou normu na mnazire S. Napklad pro pravaihlou mzku bod
S=fs;j:1 i N;1 j Mgmeeme volit Eukleidovskou normu

jisi swii= (i Kk2+(j 1)2%:

Funkce h(S;; S,) jecasto naznana orientovare Hausdor ova vzdalenost z S;
do S,. Identi kuje nejvzcalereg bod s; 2 S; od jalkehokoliv bodu z S, a ne
jeho vzdalenost k nejblsmu sousedovi s; 2 S,.

Hausdor ova vzdalenost bna kombinowana s wstupem algo ritma pro detekci
hran v obraze. Mnainy S; a S, pak obsahuj body, kteymi proctaz hrana.
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2. Redzpracowan obrazu

Na vzhled zpracowavarych obram ma vliv mnoho aspeki sou visejcch s paze-
nm obrazu, jako jsou:

Zpsob a kvalita pazen obrazu (fotoapasat, videokamer a, scanner).
Os\wetlen s@ny - sner, intenzita, typ oswetlen (slunce, blesk apod.).
Digitalizace obrazu.

Clem predzpracowan obrazu je potom odstraren zkres len vznikych pi pazen
obrazu, ktee by mohly ovlivnit wsledek anayzy, gpadre (naopak) zwraznit
rektee rysy obrazu, ktee jsou pro jeho rasledre zpracowan dleie. Mezi -
kladnulohy pedzpracowan obrazu pat:

Potlacen sumu.

Detekce hran - identi kace ostych (rahl/ch) zmen barev v obraze, ppadre
identi kace hranic mezi objekty.

Segmentace obrazu - rozcelen obrazu na oblasti, kde kadmblast je ho-
mogenn, gpadre reprezentuje rejaky objekt.

Zakladnm rastrojem pro odstraren sumu z obrazu je kon voluce (viz sekci
[1.2) s Gaussovskym pdrem

1
2 12

0s = e =13 po K st K;

nebo s rovnonerrym pdrem

1

m; pro K s;t K

Ot =
Wraznou newhodou obou konvoluc je vsak zamken hr an, ktee nesou informaci
o tom, kde korc objekty a zacnaj jire.
Pro detekci hran existujerada konvolwcnch I, z nicle n  ejzraneg je So-
balv lItr, ktely kombinuje dwe konvoluce. Jednu pro horizon &ln srrer, tj.

0 1
1 2 1
gx=@ 0 0 0A;
1 2 1
a druhou pak pro sner vertilaln, tj.
0 1
1 01
gy =@ 2 0 2A
101

Ozname wstup konvoluce gS* pomoc y?, zatmco wstup koavoluce oo’
ozname y9. Wsledkem Sobelova Itru je obraz dary vztahemy®=  y%+ y%.
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Nejzranmepm algoritmem, jeha wstupem je mnazina bodu, kteymi prochaz
hrana, je Cannyho algoritmus pro detekci hran, jeha detailnpopis lze nakzt
v [5].

V rasledujcch sekcch poseme postupy, ktee jsou za lazere na Bayesovskem
pstupu k anal/ze obrazu, a ktee umanuj kombinova t vyhlazowan obrazu (po-
tlacen sumu) a zaroven identi kaci hran. Budeme pedpo khdat,ze pozorovary
obrazy je rahodre pole, jeha vzhled byl ovlivren dema aspekty. Sutecnhou
s@nou, ktea je zobrazena, a rahodnou chybou, ktema obaz zamkila. Pomoc
Bayesovy formule zskame tvar rozcelen pvodnho obraz u, ze kteeho budeme
odhadovat nejpravéepodobreg predlohu pozorovare ho obrazu pomoc simulac-
nch metod MCMC.

2.1 Restaurowan digialnch obraa

V eto kapitole budeme pracovat s konecrym prostorem obraz O, jeha prvky
jsou obrazyx na konecre pravaihke nzce S. Neboli, prvky prostoru jsou obrazy
x = fx; 2G;0 ij N 19 [, kde G zna konecnou mnainu mazrych
intenzit bod v obrazu. V rekteych gpadech je phodn ep uvazovat X = RS,
\esinu uvederych princip Ize sak snadno rozmit i na  spojiy ppad. V cek
kapitole budeme pedpokhdat, ze pozorovary obrazy 2 O vznikl zamkenm
pvodnho (spavreho) obrazu x° 2 O. Nam clem bude nalezen vhodre apro-
ximace x(y) 2 O pro obrazx?. Kazd kon gurace x(y) 2 O je kandicatem na
odhad pvodnho obrazu, ptenezcasto neeme aek avat,ze zamken nen pls
wrazre a origiraln obraz x° se od pozorovarehoy nebude wrazre Isit.

Rirozerym krieriem pro wker  x(y) je proto jeho vzdalenost ody, kterou
budeme zneitD (x;y). Dak krierium vypina z pedpokladu,ze pvodn obraz
je .hladkA, tedy takow, ze body, kiee v obraze le blzk o sebe, maj tale
podobre barvy a v obraze nedoctaz casto k rahym zrme ram barvy. Krieria
L (x) pro vyhodnocen ,hladkost\ obrazu jsou proto zpravidla zal@ena na rozdlu
intenzit sousednch bod. V nejjednodusm ppack jso U za sousedn povaowany
\sechny body, ktee le vedle sebe jak v horizonalnm tak vertikalnm sneru.
Sousedn body budeme znais  t. Abychom v obraze s vce odstnysedi povolili
nespojitosti, eeme vywt v krieriu  L(x) tzv. hran. Pro kazd/ sousedn par
S t uvazujme pronenre ey, ktee nabyvaj hodnot 0 a 1. Hodnota 1 zna
nespojitost (hranu) mezi bodys a t, zatmco 0 odpovch tomu, ze obraz nena
mezi emito bodyzadnou nespojitost.

Pozramka 2.1:

K analze obrazu je mazre vywet i rektelych poznatk u z teorie grai. Uva-
zujme graf (S; E), vrcholy grafu jsou reprezentovany jednotliwmi body obrazu
s 2 S amnaina hran ze sousednch pam v obrazeE = ff s;tg2S S:s tg.
Podmnazina ff s;tg:s t;es =19 pak reprezentuje hranice nebo kontury ob-
jekt v obraze.

!Bezujmy na obecnosti mzeme uvazovat i obceinkow ob  raz o rozmerechM N msto
ctvercoveho o velikosti N N.
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Krieria L(x) a D(x;y) hodnot kon guraci X, respektive jej odlsnost od y.
Ole tyto funkce mezeme kombinovat rasledujcm zpsobe m:

H(x;y)= L (x)+ D(x;y); (2.1)

kde > O je parametr ovlivnujc slu interakce mezi sousedy.

Funkce H nee byt obohacena o dak cleny. Napklad takowe, k tee zw-
hochuj rekterou z barev. Za nejlegs vzor gitom bude p ovazowan takow obraz
x(y) 2 O, ktey minimalizuje zvolere H pi darem vy.

Volba funkc L(x) a D(x;y) avis pedewsm na znalostech, ktee mame jak
o pvodnm obraze, tak o zpsobu jakym byl tento obraz zam ken. Zajmavou
interpretaci tchto funkc spolu s jejich marymi tvary po skytuje Bayesovsky
pstup k analze obrazu, ktely pomseme v sekci Z.21

2.2 Bayesovsly pstup

V eto sekci poseme aklady Bayesovskeho pstupu k anal/ze obrazu. Budeme
pedpokbdat,ze pozorovary obraz je mhodry a pomoc P(y jx) budeme znecit
pravcepodobnost,ze budeme pozorovay za pedpokladu,ze x je spavry obraz.
Pro kazce x 2 O je P( jx) disketn pragkpodobnostn rozdelen na prostoru
obram O.Toznamera,ze P(yjx) Oa .,y P(yjx)=1.Tyto pravcepodob-
nosti mohou byt tale reprezentonany matic P, kde P(y j x) je prvek nax-em
adku a v y-em sloupci.

Jako mru ,vhodnost\ obrazu na mnaire O budeme powvat funkci .
(Pojem bude speci kowan v dabm textu.) Budeme pitom pe dpokbhdat, ze
( X);x 2 O, je neaporma a normovare, tzn. je pravcepodobnostn rozcelen
na mnaire O. je avish pouze na obrazu x a ne na pozorovarem obrazy,
a proto nee lyt naveena jese ped tm nez je obraz  y zaznameran. Budeme ji
proto naz/vat apriorn rozcelen . Volba apriornho rozckelen je zcela masadn pro
Bayesovskou analzu. Nektee manosti si ukzeme pozceji.

Uvazujme dale, ze i pozorovary obraz je z koneere mnaziny O. Ri znalosti
podmrere pravcepodobnosti P(yjx) pozorovareho obrazuy gi darem x nee-
me vypatat sdrweere rozcelen P(x;y) toho,ze pvodnm obrazem je X a po-
zorovarym y, pomoc wrazu

P(x;y)=( X)P(yjx); x20;y20: (2.2)

a z Bayesovy \ety (viz [1]) zskame vztah pro podmrere roz celen pvodnho
obrazux, @i pozorovarem y

( x)P(yjx)

- |
P = (2P yiz)

(2.3)

Vzhledem k tomu,ze pravaepodobnostP ( jy) je modi kac apriornho rozcelen
(), ktem zahrnuje informaci o pozorovarem obrazey, nazname | aposteri-
ornm rozcelenm obrazux pi darem vy.

V sekci[Z.1 jsme zmnili,ze krieria pro wker nejlegsho vyhla zereho obrazu
X (y) mnohdy kombinuj dwe informace. Hladkost obrazu, ktea vychaz z apri-
ornho pedpokladu o struktue obrazu, a vzdlenost od pozorovareho obrazu,
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jeg meren zavis pedevsm na pedpokbdare m zpsobu zamken. Uvazujeme{
li krierium H(x;y) = logP(xjy), pak v Bayesovsle formuli [Z3) je hlad-
kost reprezentoana solcinitelem (x), zatmco vzdlenost od pvodnho obrazu
clenem P(yjx). Inspirac pro vhodnou volbu apriornho rozcelen ( x) je teorie
rahodrych pol, kterou si popseme spolu s rekolika zkla dnmi modely (nap'.
Isingv model) v sekci 2.3. Zakladn principy zamken obraz u a k nim odpovdajc
podmrere praveepodobnosti P(yjx) jsou uvedeny v sekcl 214.

Pro wker vhodreho odhadu x(y) existuje rekolik postup. Uvedeme fti
akladn metody:

Maxinaln aposteriorn pravéepodobnost (MAP)

x(y)=argmax P(xjy):
x 20

Jedra se 0 modus aposteriornho rozcelen. Tento odhad je v lieratuecasto oz-
nacowan zkratkou MAP (Maximum A Posteriori estimation).

Aposteriorn stedn hodnota (MMS)

X .
x(y)=  xP(xjy):

x20
Odhad aposteriorn stedn hodnoty Ize tale peformulov at na minimalizacn
ulohu, pi ktee zskame intenzitu kazccho bodu odhadov areho obrazu rasle-
dujcm zpsobem:

X

xs(y) =argmin - (xs  X3)*P(xjy):
77 x20

Tento odhad je v literatue casto oznacowan zkratkou MMS ( Minimum Mean
Square estimation). Zdrazreme, ze MMS nedaa smysl pro kategoraln hod-
noty Xxs. Rresreji, nech\a smysl, jestlze G nen konvexn mnazina. V rekterch
ppadech si meeme pomoci zaokrouhlenm. MMS odhady jsoucasto preferovany
dky tomu, ze jsou sraze spcitatelre nez odhady MAP a MPM .

Margiraln maxinaln aposteriorn praveepodobnos t (MPM)
V rekteych aplikacch jsou avislosti mezi jednotliwmi bod y druhaade, take
nezeme odhadovary obraz zskat bod po bodu. To vede k odhalu

Xs(y) =argmax P (Xs]jy):
Xs2G

Tento odhad je v literatuecasto oznacovan zkratkou MPM ( Marginal Posterior
Mode estimation).

2.3 Mhodra pole

Clem eto sekce je sezramitcterae se zaklady rahodn ych pol. Nejdve budeme
de novat akladn pojmy a zavedeme potebre znacen, nasledre uvedeme rekolik
pklad rahodrych pol a v aweru sekce popseme v lastnosti Gibbsowch pol.
Uvazujme opet prostor O obram x = fXxs 2 Ggyps ha konere mnaire
bod S. Necht je pravdspodolpnostn rozcelen na O, tj. pro pravcepodobnosti
(x);x20,plat ( x) Oa ,,5 ( x)=1.Dvojici( ;0), kde je pozitivn
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(( x)> 0prokae x 20),rkame rahodre pole. Dale budeme znait O, = G*
prostor obram x = fxs 2 Ggoa Na podmnazire bod A S. Zapisem Xa(X)
budeme znait wez obrazu x na mnaire A. Zobrazen X, : O 1 O 4 tedy
prad kazcemu obrazu X = fXs0sps Obrazx, = fXs0s2a-

Umluva 2.1:

Pro jednaclenre mnaziny A= f sg budeme zobrazen znacitXs msto X;gy. Pro
mnainu fx 2 O : Xa(X) = Xag budeme powvat zkacery apis fXa = XaQ.
Dale pro punik jeu XA = xag\f Xg = Xgg se kezmre porva X, =
Xa;Xg = XgQg. SymbolemSnA budeme znecit rozdl mnaziny S a A a tedy
Xsna(X) je wrez obrazu x na dophku mnaziny A. Nasledujc obazky ukazuj
rozklad mnaziny bod S na dwa@sti A a doplrek k A (vlevo) a tomu odpov-
dajc znaena@st obrazu  x (vpravo).

Mnaina S Obraz x
SnA Xsna(x)
A Xa(x)

Lokalnmi charakteristikami rahodreho pole mysime podmrere pravce-
podobnosti

L (XajXsna) = ( Xa = XaJXsna = Xsna); A S;Xa 204;Xsna 2 Ospa
(2.4)
Tyto podmrere pravdepodobnosti jsou dolre de nowan vy, protae rahodre pole
je pozitivn.
Vzhledem k tomu, ze mnaina S je zpravidla velice rozsahh, mohou byt
rozcelen na prostoru O ponerre komplikovara. Z praktickych dvod ras proto
v rasledujcm textu budou zajmat pedewsm takowa roz celen, kde margiraln
rozcelen intenzit jednoho bodu s 2 S je neavisk na intenziach bod, ktee
nele v blzlem okol bodu s. Abychom pesreji speci kovali pojem ,blzleho
okol\, de nujeme sysem sousednch bod rasledujcm zpsobem.

De nice 2.1:

Sysem mnain @= f@s) : s 2 Sg nazname sysemem sousednch bod,
jestleze plat:

1) sz@s); 8s2S.

2) s2@t), t2 @s).
Body, pro ktee s 2 @t), resp.t 2 @s), nazname sousedy(nebo sousedn
body). Sousedn bodys at budeme v textu znait s t. Mna@ina C S je

klika, jestlze kazce dva body s;t 2 C jsou sousedn. Mnainu sech klik budeme
znait C.
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Rklad 2.1: (Sysemy sousednch bod)

Trivalnmi sysemy sousednch bod jsou takow, kde bud ' @s) = ; nebo
obacere @s) = Snfsg pro kazdy bod s2 S. V pravathke nzce S = f(i;j):
0 ij N 1g je pirozerym sysemem sousednch bod takow, kde za
sousedy jsou oznaceny pouze ty body, ktee lez vedle sebieud v horizonalnm
nebo vertikalnm sneru. To je specaln gpad (pro ¢= 1) sysemu sousednch
bod, ktey je popsan rasledujcm zpsobem:

@(j) =f(kl):(k i)?+(1 j)?<cg (2.5)

kde c 2 R je pozitivn konstanta. V rekteych aplikacch, zejmrena je {li obraz
zaznamera\an tak, ze jeho rozlsen v horizonalnm sm eru se neshoduje s roz-
Isenm ve vertikalnm sneru, se powvaj sysemy sous ednch bod elipticleho
tvaru (namsto kruhoweho tvaru dareho vztahem (£.5)).

Specalnm gpadem rahodrych pol jsou takowa, kter a sphuj tzv. Markovovu
vlastnost.

De nice 2.2:

Nahodre pole je Markovovslke poles ohledem na sysem soused@ jestlze
pro kads obraz x 2 O plat

( Xs= X)Xt = X;t 8 5) = ( Xs = Xs]Xt = Xt;1 2 @9)): (2.6)

Markovovsla vlastnost (2.8) rka, ze rozcelen obrazu x v bodke s 2 S je
podmrere neavisk na bodech Sn@s), ktee nepat mezi sousedy s, pi darych
hodnotich X gs). To znamera,ze okol @s) bodu s nese veskerou informaci o vlivu
\sech bod Snfsg v obraze na rozcelen Xs. Kade rahodre pole je Markovovsle
s ohledem na rejaky sysem soused (nap. @s) = Snfsg; pro kaedce s 2 S), ras
sak budou zajmat pedewsm ppady, kde mnainy  @s) jsou mak.

Dale budeme uvazovat Gibbsv tvar rozcelen rahodreho pole:

X
(x)=2Z texpf K(x)g; Z-= expf K (z)g; (2.7)

z2X

s rejakou raalnou funkc K : O! R, kterou zpravidla naz\ame energi rozcelen

Gibbav tvar nen ve skutecnosti vellym omezenm, proto ze pro kade pozi-
tivn rozcelen existuje jeho reprezentace v Gibbsow tva ru. Stac zvolit K (x) =
In ( x). Navc pro dare mahodre pole ( ;O) je energieK (x) jednoznare
ucena & na aditivn konstantu. P
Uvazujme dhle,ze energieK (x) je ve tvaru K (x) =, 5 Ua(x), kde funkce
Up : O ! R e nestejnorodost obrazu na mnaire A.
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De nice 2.3;

Potencalem je rodina funkc U = fU, : A Sg, ktee sphu;:

1) U. =0.

2) Ua(x) = Ua(y) jestlze Xa(Xx) = Xa(y).
U se nazna potencal generovary sysemem soused @ jestlee Uy = 0 pro
\sechny mnaziny A, ktee nejsou klikou v sysemu sousednch bod @ Jestlze

Upn = 0 pro wsechny mnaziny, ktee obsahuj vce ne 2 body, n azname U
parow potencal .

Umluva 2.2:

V rasledujcch uvalach budeme pracovat s kombinacemi obram. Budeme
powvat zkacery Aapis z = XaYg,s Pro obraz, ktey sphuje
(
Xs; pros2 A,

Ys; pros ZA:

Mejme rahodre pole , jeha@ energieK (x) je cana potencalem U generovarym
sysemem sousednch bod @ Jednobodowe lokaln charakteristiky L (XsjX snfsg)
pak sphuj

( Xs= Xs;XSnfsg = XSnfsg) _ D( X = XsXSnfsg)

L (ijX Snf sg)

( Xsnfsg = Xsnfsg) ( X = YsXsnisg)
Ys2G
1 P P
Z “exp Uc (XsX snfsg) Uc (XsX snfsg)
C:s2C C:szC

P P
Z lexp Uc (YsX snfsg) Uc (YsX snfsg)
ys2G C:s2C C:sz2C

P
exp UC (sz Snf sg)

C:s2C
P P
eXp UC (YSX Snf sg)
ys2G C:s2C

Poslednupravu jsme mohli prowest, prot@e obraz XsX sntsq S€ shoduje s obra-
zemysXsnisg N@ mMnairach C S, ktee neobsahuj bod s. Proto na nich tale
plat Uc(XsXsnisg) = Uc(XsXsnisg). Dale vywijeme toho, ze Uc(x) = O pro
mnainy C 2 C, ktee nejsou klikou v sysemu sousednch bod @ Ozname
R = Sn(@$f sg), potom
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L (XsiX@9Xr) =

P
exp Uc (XsX sn@s)XR)
_ C2C:s2C
- P 3 (2.8)
ys2G €XP Uc (YsX sn@s)XR)
Cc2C:s2C )
P P =
exp Uc (XsX sn@s)XR) exp Uc (XsXsn@s)Y R)
— c2c:s2C Yr20R ( CaCiszC \
P P et G — ?
exp cYsXs XR
Ys2G cac:s2C ST Sn@s) Ye20R exp CoCs2C Uc (ysX Sn@S)yR)
P P Ue( )
exp c(XsXsn@s)YrR
Yr20R cac _ ( Xs= Xs;X@s) = X@s))
P P P - ( Xgs = Xas)
exp Uc (Ysx sn@s)Y R) @s) @s)
YRr20R ys2G cac
= ( Xs= XjX@s) = Xas)): (2.9)

Vztah (Z.8) ukazuje, ze lolaln charakteristika reahodreho pole v boes2 S
avis pouze na klikach sysemu soused, ktee obsahuj s. Je{li sysem soused
sleen pouze z maych okol bod, je mare lokaln char akteristiky snadno a
rychle spactat. Lokaln charakteristiky jsou zpravidla vyu z\any k vygenerovan
posloupnosti pomoc MCMC simulac, proto rychlost jejich wpoctu zasadnm
zpsobem ovliwnuje efektivnost simulace. Posledn rovnost [29) pak ukazuje, ze
rahodre pole je Markovsle vzhledem k sysemu soused @

Rklad 2.2: (Isingv a Pottsv model)

Zakladnm predstavitelem rahodrnych pol je Isingv mode |, ktely je de novan
pro cernobly obraz. Uvazujme prostor O obram x = fxs 2 G : s 2 Sg, kde
G=f 1,1gaS=1(;j):0 i;j N 1gje pravaihb nzka bod. Sysem
soused @na prostoru O je can vztahem (Z.5) s konstantouc = 1. Energie
Isingova modelu je dana parowm potencalem U, pro ktey plat

8
20; jestlze jA) 6 2;
Ua(X) = S 0; pro A = fs;tg; kde s nen sousedent;
X Xt; pro A = fs;tg; kdes t:

Energie modelu tedy je

X
K (x)

XsXt
st
= pacet shodrych soused paet rozdlrych soused

Obrzek 2.1 ukazuje rahodre reprezentanty obram z Isingova modelu pro
wzre volby parametru

Rirozerym romenm Isingova modelu pro obrazy, ve kte ich jednotlive body
mohou nalyvat \esho mnastv intenzit, je Pottav mo del, ktey je rovrez
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Obmazek 2.1: Isingv model pro wzre hodnoty parametru . Hodnoty jsou
(smer zleva doprava) -0,4; 0; 0,3 a 0,4.

zaleen na mrovem potencalu. Uvazujme stejnou situaci jako pro Isingv
model s tm rozdlem, ze mnaina intenzit obsahuje vce odstrused G =
fO;:::;G 19, kde G 2 N zna pcet odstnsedi, ktee se v obraze mohou
vyskytovat. Energie Pottsova modelu je

X
Kp(x) = 1 xx)= (pacet soused s rozdinou intenzitou) ;

s t

kde ,p znac Kroneckerovo delta (neboli 4, = 1, jestlee a= b a ., =0
jinak). Jak Isingv, tak Pottav model tedy preferuj obra zy s rozahymi jedno-
barevrymi plochami. Ka&d dvojice sousednch bod, kter e nemaj shodnou
intenzitu vede, k nawsen energie modelu o 2 v ppack Isingova modelu,
respektive v ppace modelu Pottsova.

2.4 Rklady zamken obrazu

Tato sekce pokswa zakladn principy zamken obrazu. P opeme v n zpravidla
rahodre transformace, ktee pewad pvodn (spr avry) obraz x° 2 O na po-
zorovara datay 2 O.

Zareme pitom seraem, kde zpsob zamken nen  rahodry.

Rklad 2.3: (Chykejc pozorowan)

Redpokhdejme, ze intenzity x jsou spavre pozorovany na podmnaire S°
mnainy S a informace o obrazu je ztracena na dophk$nS° a nahrazena jed-
nou z intenzit z 2 G (nap. intenzitou reprezentujc blou nebocernou barvu) .
Pak pro kazd/ obraz x z mnainy O = G° a pozorovary obrazy 2 O jsou
pravcepodobnosti prechodu

1, jestlze ys= xspros2 S®ays = z pros 2 SnS’;

POIN= 0 inak:

Dak pklady vres do modelu pro pozorovary obrazin ahodry efekt. Nicrrere
tato mhoda je neavish pro kad/ bod.
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Rklad 2.4: (Nahodre chylejc pozorowan)

Necht pro kazd/ bod s 2 S je pozorovary obraz can vztahemys = x? ¢+ 2z(1

s), kde f 0s»s jsou nezavise rahodre velciny s alternativnm rozcelen m.
(Neboli, ¢=1 s pravcepodobnost pa =0 s pravcepodobnost q=1 p.)
Hodnota z 2 G je jedna z intenzit, kterou nahrazujeme nezrane,ztracere\
body. Rozctlen obrazuy pi darem x je

df S2S:ys=2z6 xsgjqu S2S:ys=Xs6 zgj; jesﬂ'ze Vs 2 f Xs; Z0; 852 S

P(yjx)=
(yJx) 0; jinak:

Rklad 2.5: (Multiplikativn birarn model)

Uvazujme sigral x° s hodnotamix? 2 f  1; 1g. Pozorovary obraz je pozmeren
transformac, ktem nezavisle zanmen kad/ bod s pravd epodobnost p. Ten-
to zpsob zamken je tale zram jako birarn symetricky karal bez paneti .
Pravcepodobnostn model pro pozorovary obraz jeys = X2 s, kde f <Qsos
jsou neavisle rahodre veltiny s alternativnm rozcelenm. Resreji velciny ¢
nalbyvaj hodnoty -1 s praveepodobnost p a 1 s praveepodobnostg=1 p.
Rozcelen obrazu y pi darem x je

P(YI X) — Fj’f S2S:ys= xsgjqu sZS:ys:xsgj: (2_10)

Rklad 2.6: (Aditivh modely)

V popisu aditivnch modal pro zamken obrazu budeme ped pokhdat, ze
intenzity bod mohou nalyvat hodnot z oboru realrychcse |, tj. mnazina \sech
obram je O = RS. Dale budeme pedpokhdat,ze ys = Xs+ s, kde f <0ss
jsou neavisk rahodre velciny. Uvedeme 3 typy aditivnch modaei:

Aditivn bysum s nornalnm rozeklenm

Kazd/ bod obrazu x° je s pravcepodobnost p posunut. Velikost posunut nma
normaln rozcelen se stedn hodnotou 0 a rozptylem 2. Nahodre velciny ¢
maj rozcelen dare distribicn funkc

Fuy=@@ plu 0)+p(u);

kde funkcel nabna hodnoty 1, jestize u 0 a 0 prou < 0. Distribicn funkce
normalnho rozcelen (  u) odpovda hustoe

f(u)= pe LSS
(= pﬁexp 57 u :
Aditivn bysum s dvojiym exponencalnm rozaek lenm
Kazd/ bod obrazu x° je s praviepodobnost p posunut. Velikost posunut ma
dvojie exponencaln rozcelen s parametrem . Nahodre velciny ¢ maj

rozcelen dare distribicn funkc
F(uy=@Q pl(u 0)+ pG(u);
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kde distribwicn funkce dvojie exponencalnho rozcelen G(u) odpovch hustoe
f(u)= Eexpf jug; u2R:

Aditivn Poissoav model
Intenzita kazceho bodu je nawsena o ¢ s Poissonowm rozcelenm darym
pravcepodobnostmi

P(s=kl=e *=ki k2 No;, > O

ktee ma jak stedn hodnotu tak rozptyl roven parametr u . Necht oba obrazy
X;y jsou z prostoruO = ZS. Pak rozcelen pozorovareho obrazuy pi darem

“ (  .Q
Piyjx)= © BT e Vs Xs)
0 jinak:

2.5 Modely restauroan obrazu

V tto sekci poseme rekolik Bayesovsk/ch model pro o dstranovansumu z obra-
zu. Zxreme nejdve nejjednoduwsm pkladem, tj. b udeme pracovat scernobym
obrazem. ProstoremO budeme zneit mnazinu \sech obram x = fxgs 2 Ggos,
kdeG=f 1;1lgaS=f1(;j):0 i N 1g. Budeme{li pedpokhdat,
ze origiraln obraz x° pochaz z Isingova modelu a pozorovary obrazy vznikl
zamkenm x° pomoc multiplikativnho birarnho modelu, pak aposteriorn ro z-
celen pvodnho obrazu pri darem pozorovarem obrazu y dostaneme jako solcin
podmrerych praveepodobnost P(xjy) ze vztahu (Z.10) a (apriornho) rozcelen
Isingova modelu z pkladu 2.2.

. . . . P
P(ij) — C(y)p|f S2S:ys= ngj(l p)jf sZS:ys=xsgje s 1Xth; (211)
kdep2 (0;1) a 2 R jsou konstanty a
X . . P
C(y) — ij S2S:ys= ngj(l p)jf sZS:yS:zsgje s t2ZsZt
z20

je normujc konstanta avish pouze na obrazey.
Pravcepodobnost (Z11) mzeme pewest do Gibbsova tvar u (2.1) v rasledujc
podole

( )
X X
w XsYs + XsXi | (2.12)

s2S st

P(xjy) = D(y)exp

kde normujc konstanta D(y) na tvar

D(y) = Cy)P¥?@1 p¥™
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Pozramka 2.2:

V pechodu od vztahu (Z11) ke vztahu [2.IR) jsme vyuili tohoze plat

X
XsYs = JfS2S:ys=Xs0] Jf S2S:ys= XsQj;
s2S

iS]

fs2S:ys=xs0j+jfs2S:ys= X0

Setenm a odectenm tchto rovnost dostaneme
... P
1S] s2s XsYs

fs2S:ys= Xs0j= >

. P

JSJ + s2S XsYs .
5 :

Tyto rovnosti jz meeme dosadit do rozcelen (2[11)]

jfs2 S:iys= xsgj =

Pravcepodobnosti (2.12) ucuj rehodre pole, jeh@ en ergie je generowana
prowm potencalem U= fUy : A  Sg, pro ktey plat

8
2 *$5In(z%); pro jednoprvkoe mnaziny A = fsg;s2 S

Ua(X) = S XX pro dvouprvkove mnaziny A = fs;tg;s;t2 Sas t
"0 jinak:

Jednobodowe lolkaln charakteristiky tohoto pole vypatene pomoc vztahu

(IB) jSOU ( )

P
exp Xsys+ XsX¢
. t2 @s)
L(XSJXSnfsg): P ( P ) ;
g2f 1;1g exp gys+ OXt
t2 @s)
kde = %In(l—pp).

Hlecan odhadu x(y) origiralnho obrazu pomoc MAP odhadu odpovd mi-
nimalizaan uloze x(y) = min 4,0 H(X;y), kde minimalizovara energieH (x;y)
je tvaru X X

H(x;y) = XsYs XsXt:
s2S s t

Tato energie nee byt chamna jako krierium vhodnosti o  brazu x ze vztahu

(Z1) v sekci2.1, kde prvn <tanec
X
D(x;y) = XsYs

s2S

penalizuje vzdalenost obrazw od pozorovareho obrazly, zatmco druty stanec

X
L(x) = XXt (2.13)

st

upednoshuje ,hladle\ obrazy.
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Funkce H nee byt obohacena o dakcleny, jako napklad
X X X
H(x;y) = XsXt XsYs + Xs;
st S S
kde poslednclen zwhoduje jednu z barev (pro > 0 blou a pro < 0Ocernou).

Ridan aditivn konstanty k funkci  L(x) (resp. energiiH(x;y)) neovlivh
aposteriorn rozcelen P(xjy), nebot

n o] n 0
exp  H(x;y) exp C H(x;y)

0O = o

6; C2R:

P(Xiy)= p— o= b o
z20 €XP H(x;y) 220 €XP C H(x;y)

Tento fakt umanuje wzre interpretace krieria L (x). Ri znacen
E=ffs;tg2S S:s tgzvolme nejdve C = jEj. Pak

P I
Lc(X)= s t XsXt | E]J
paet shodrych + pacet rozdlnych soused | Ej

2 paet shodrych sousednch pan :
Ej

Obdobre pro C =
Lo (x)=

[S—

P .
s (XXt JE]

paet shodrych + pacet rozdlnych soused +  JE]
2 paet rozdirych sousednch pan
2 cklka hranic v obraze

Isingv model tedy kombinuje dwe rozdlre vlastnosti obrazu v jednom krieriu.
Za pre hladkost jednotliwch region. Za druke celku hranic mezi jednotliymi
regiony. Rozdlnost echto dvou krieri neeme epe de monstrovat na pkladech
s vce ne dwema intenzitami.

Necht intenzity xs nabyvaj hodnot z konecre mnaziny G. Pak neeme zobec-
nit energii Isingova modeluL (x) na energii

X
Lk (x) = 1 (XeXp) = celka hranice; > 0
st
ktea opet ma celku hranic v obraze mezi jednotliwymi in tenzitami (odstny
barev). Parametr kontroluje slu interakce mezi sousednmi body. MAP odhady
S touto energi se sna minimalizovat celku hranic mezi intenztami, takze jejich
wsledkem jsou obrazy, ktee obsahuj hladle plochy oddlere ostymi hranami.
(Hladle plochy byvaj ,velkych\ rozmem a ,pravidelreho\ tvaru.)
Za pedpokladu G R rmeeme pouwet energii (penalizujc nespojitosti obra-
Zu) X
Lo(x) = (Xs X% > O (2.14)
s t
V ppack Xs = 1 je potom (ZI4) kompatibiln s Isingoym modelem [2.1B),
prot@e plat rovnost  XsX; = (Xs X{)?=2 1. Kdy zkombinujeme apriorn
rozcklen s pozorovarymi daty, zskame dwe varianty apo steriornch energi, tj.
X

Hg (X;Y) K (1 (Xs; X¢)) + D(X;y); (2.15)
i t
s (Xs X%+ D(X;y): (2.16)

st

He(X;Y)
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Prvn z nich preferuje oste hrany okolo region s konstantn intenzitou. Naopak
drura preferuje plynue pechody intenzit, a proto snzuj e kontrast. Rirozenou
otizkou je, jak zkombinovat whody obou modal. K tomuto (celu powijeme
promenre ey, ktee budou slowit jako pepnae, ktee mohou vypnou t vyhla-
zowan obrazu a msto toho povolit ostrou hranu mezi bodys at, a naopak.
Pro kazdou dvojici sousednch bod s t de nujeme tzv. mikrohranu. Ca je
pronenra
0; nen{li hrana mezi s at;

ST 1 jeflihrana mezis at;

pros t (2.17)
Nyn nmezeme oba modely spojit. sledre krierium vhodnos ti obrazu na tvar
X
H(x;e)y) = s(xs X)*(1 ex)+ kesx + D(x;y); (2.18)

s t

kdey je zrammy pozorovary obraz, zatmco X a e jsou nezrane.

Nasledujc jednoduchauvaha ukazuje,ze model (2.18) j e ekvivalentn modelu,
ktely bychom dostali volbou jireho ,robustnho\ apriornho rozcelen. Krierium
vzdhlenosti neavis na rozlaeen hran ey v obraze, proto ma vuprawach stle tvar
D(x;y). Mejme x ae , kteeres minimalizacnulohu argmin .. H(x;e;y). Pak
plat

X
H(x ;e ;y) D(x;y)+ a(Xs X)*(1 e)+ wey; 8xe:

st |

- X 2 .

H(x ;ejy) ~ min D(x;y)+ c(Xs X)H(1 &)+ Kk

X st
= D(x;y)+ min a(Xs X)’(1 e+ ey
testhO,lg

= D(x;y)+ min  ¢(Xs X% Kk
s t

kde minfa; by zna mers z hodnot a a b. Podobre odvodme i levou stranu
nerovnosti

X X
Dx:;y)+ "X X) Hx;e;y) DXiy)+ (X xi)); (2.19)

st st

kde funkce' (u) = min( gu? ) je aznul kvadraticka funkce. Plat toti

X
Dxy)+ " (X x)=min H(x jey)  H(x ;e y):

Obraz x tedy tale minimalizuje energii

X
Hxy)= D y)+ " (X Xp):

s t

Tato energie jz neavis na parametreche. Pokud jsou ¢ a g kladre konstanty,
pak hrany e, mohou byt rekonstruowany z obrazu x rasledujcm zpsobem:

. . P
& =10] X5 Xj> K= G-
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Nerovnost (2.19)rka,ze msto explicitnho zohledren de tekce hran nezeme
pi hlecan optimalnho obrazu nahradit minimalizovanou kvadr atickou funkci
napklad aznutou kvadratickou funkc, nebo jinou robust n penalizacn funkc
powvanou v tzv. M-odhadech. Mezi oblbere ' -funkce pat aznua absolutn
odchylka (

() = GJuj; j:estI:2e JUJ < k= a;
K jestlze juj K= G:

Pozramka 2.3:

V obrazech s vce ne dwema intenzitami je mare vzdalenog D(x;y) mezi
obrazyx ay nwit patem rozdlrych bod

X
D(x;y) = (1 Xsys)
s2S

Casep wsak bya Eukleidovska vzdalenost spacten a po jednotlich bodech

obrazu s
D(x;y) = (Xs Ys)?:

s2S

2.6 MCMC a Gibbgv algoritmus

Aposteriorn rozcelen v Bayesovsle statistice byvaj z pravidla velice kompliko-
vara a neumanuj zskat analyticky tvar pro zvolery typ  odhadu. \Wjimkou nen
ani analza obrazu. V takowch situacch jsoucasto k wp atu odhadu pow\any
simulacn metody, ktee jsou zal@eny na generowan ra hodreho wkeru nebo
posloupnosti, ktea se reahodremu wleru v rejalem smy slu podoka. Mezi takowe
pstupy pat simulacn metody MCMC (Markov chain Monte  Carlo). Konketre
Metropolisv{Hastingav a Gibbsav algoritmus si v eto sekci popseme.

V popisu simulacnch metod zacneme nejjednodus situac , kdy budeme pra-
covat s mnazinou stau S (nezamnenit s mnainou bod S powvanou v minuych
sekcch) a budeme pedpokbdat, ze na eto mnaire mam e dare pravcepodob-
nostn rozcelen = f 452 Sg, jeha charakteristiky chceme odhadovat ze
simulovareho rahodreho wkeru.

Nedokzeme({li tento rahodry whker zskat pomoc ke zre dostuprych gene-
aton reahodrych csel, meeme pouwit tzv. zamtac wler, ktey kazd/ prvek
rahodreho wkeru generuje ve dvou krocch.

1. Vygenerujemes 2 S z pravcepodobnostnho rozcelen € = f€;s2 Sg. €
je rozcelen, ze kteeho umme snadno generovat mhodrevelciny a existuje
pro rej konstanta K > 0 takowa, ze

e—s K; prokadk s28S:
S
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2. S pravcepodobnost p = ¢ =K € pijmeme s z prvnho kroku a pos-
toupme ke generovan dakho prvku rahodreho wke ru. Jestlze s za-

mtneme, viatme se zget k prvnmu kroku a zkusme vygener ovat nowho
kandichata s .

Powitelnost zamtacho wkeru zavis pedevssm nato  m, zda existuje rozcelen
€ dostatecre blzle k  , ze kteeho umme rychle simulovat rahodre velciny.
Jestlze € neaproximuje  dolre a konstanta K je pls velika, budeme pls
casto zamtat kandidaty z prvnho kroku a generovan ra hodreho wkeru bude
pomaek.

Pro odhadowan charakteristik rozcelen  je mazre vywt nejenom rahodry
wher neavisych rahodrych veltin, ale take Markov uvretzec se staciorarnm
rozcelenm , kde rozcelen kazdeho prvku wleru je ovlivreno ped chozmcle-
nem.

stau S je naznana Markovowmreezcem, jestlze sphuje M arkovovu vlastnost:
P(X® = xOjx D=y Do x @ = O) = px® = xOjx D=y D)
= PX(L) 1 ()
Rozcelen Markovovareezce fX @);i 2 Nog je cano rozcelenm prvnhoclenu
D =fp(X® =s):s2Sg
a maticemi pravcepodobnost grechodu

PO =fP{), o :xt Pix®2sg:
Pokud se praveepodobnosti prechodu shodujP = P ™ pro kazdy krok i 2 N,
rkame,ze Markouvreezec je homogenn. Jestlze existuje takowe pravaepodob-
nostn rozcklen =f 4:s2 Sg, pro ktee v homogennm Markovo\e reezci

plat = PT |, nazname ho staciorarnm . Dab pojmy a tvrzen z teorie

Markovowch reeza, ktee jsou vywany ve spoje n s MCMC metodami jsou
popsany v kapitole[3.

Pro vygeneroan Markovova reezce s darym staciorar nm rozcelenm se
vywevaj simulacn metody MCMC. Nejdve popseme M etropolisv{Hastingav
algoritmus. Hastings ve s\emchnku [19] navrhl generovat Makouvretzec, je-
ha praveepodobnosti pechodu P sphuj dwe podmnky:

Podmnku reversibility vzhledem k rozcelen =f s:s 2 Sg, jeha
charakteristiky chceme odhadovat z vygenerovarehoreteze

Prs = sPsy; prokacke rs2S:
Pravcepodobnosti prechod P, |ze zapsat jako soicin
Prs = Qrs rs;
kde Q = Qs : ;s 2 Sg jsou praveepodobnosti pechodu takow, ze

pro kade r 2 S umme generovat rehodre veltiny s hustotou Qs;S2 S
a konstanty ,.s, jSou z intervalu< 0;1>.
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Podmnka reversibility zarwcuje, ze je staciorarn rozcklen vygenerovareho
reezce, zatmco tvar pravcepodobnost pechodu umozuje generovat reezec
podobre jako pi zamtacm wheru. Zvolme (rahodrec i deterministicky) po-
ateen bodreezce s© 2 S. Redpokhdejme,ze jg mame vygenerowano prvnch

provedeme rasledujc kroky:

1. Vygenerujeme hodnotws z rozcelen dareho praveepodobnostmi prechodu
Qs 15,52 S.

2. S praveepodobnost ¢ ,.s poleme s = s, jinak ponechame starou hod-
notu s; = s; 1.
Aby byla splrena podmnka reversibility musme pravcepodobnodi prijet noweho
kandichta  volit ve tvaru
SQS;I’ .
I’QI’;S ’
V ppadech, kdy Qs =0, volme (r;s) =1.
Dale budeme uvezovat situaci, kdy mnaina stau S je tvaena vektory s =

rns2sS: (2.20)

rs =min 1

kteych nee nalyvat kezch komponenta vektoru. Symb olem (s)=f (rjs):
r 2 Sog budeme znacit podmrere rozcelen

jeme specaln variantou Metropolisova{Hastingsova algoritmu,ve ktee:

1. Nejdve vybereme komponentu k z rovnonerreho rozcklen na mnaire

2. Nasledre vybereme nowho kandicatas, pro kteeho plat,ze s je vygene-
rovan z rozcelen Q, (s V) a ostatn komponenty se shoduj s predchozm
prvkemreezce

S = si(t 1); i2f1;:::;dg;i 6 k:

3. Na aer poleme s = s s praviepodobnost ., resp. ponechame
starou hodnotus® = st Y ve zkyvajcch ppadech.

Budeme{li v drurem kroku tohoto algoritmu generovat nowe kardichty s pomoc
podmrerych praveepodobnost Q; = ;, budou konstanty ,.s dare vztahem
(Z.20) vyctazet rovny jedre pro sechny stavy r;s 2 S. V takowem pgpack
nmeeme vypustit tet (akceptacn) krok algoritmu. Tato verze generovan Mar-
kovovareezce je zpravidla v literatre naznana Gibbsov ym algoritmem.

Na awer uvazujme situaci, kdy mnazina stau se shoduje s mnainou \sech
marych obram S = O = G°, kde G je konera mnaina intenzit a S je
mnaina bod v obraze. Nasm clem je generovat Markouv retzec se stacio-
rarnm rozcelenm darym rahodrym polem s aposteriornm r ozcelenm P (Xxjy).
Pravcepodobnostem [2.211) odpovdaj lokaln charakteris tiky (viz (2.4)) rahod-
reho pole P(xjy). Pa@adovary Markouv reezec nzeme vygenerovat pomoc
Gibbsova algoritmu tak, ze nejprve zvolme paateen obr az x© 2 O, a kad/
now prvek posloupnosti generujeme ve dvou krocch:
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1. Zvolme bod obrazus®® 2 S z rovnonerreho rozcelen na mnaire bod S.

2. Vygenerujeme novou intenzituxx" z rozcelen dareho lokaln charakteris-

tikou ¢(x® D), tj. rozeklen  (x® V) = f (g:x® V) : g2 Gg pro
ktee plat

s(gix® V) = Xs = QiXsnisg = X(Stnfls)g , 92G

Intenzity v ostatnch bodech mimo s® ponecrame stejre, tj. x¥ = x& ¥
pros2 S;s6 s,

2.7 Swendsenv-Wangv algoritmus

V eto sekci naveme na pklad 2.2 & popeme algoritmus , ktely um simulovat
obrazy z Isingova nebo Pottsova modelu efektivreji nez Metrpolisv{Hastingav
a Gibbsv algoritmus.

Uvazujmecerno{bly obraz x = fxs2f 1;1gg:.s. Purrerraintenzita obrazu
X je charakteristika dara vztahem

1 X

0T

Xs:

Jestlze rahodra veltina X je dana pravaepodobnostnm rozcelenm Isingova
modelu, tj.

X
(X =x)=Z texpf K(x)g=Z lexpf | XX

pak rozcelen rahodre velciny M (X ) je unimodaln pro parametr  blzky k nule,
awak bimodaln pro vysole hodnoty

N
N

n
-

e
—

w4
(=)

0.2 04 06 08 10

Q
S

a) b)

Obrazek 2.2: Nxrtek hustoty M (X ) pro a) blzle k nule b) 0.

Metropolisv{Hastingav i Gibbav algoritmus aplikovary na ob razy obmne-
nuje v kazcem kroku jenom jeden bod. Abychom pesli pomoc echto postup
z tmaweho obrazu (\esinacerrych bod) do obrazu swe teho, tak musme projt
pes obraz g, pro ktey M (®) = 0. Simulujeme{li sekvenci obram z Isingova
modelu s vysokym parametrem , tak pravaepodobnost takoveho obrazue je
velice mah, a proto meeme jenom wjimecre obdeet poslo upnost obram, ktea
reprezentuje Isingv model a obsahuje jak tmawe tak s\eté obrazy.
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Oproti Metropolisowe{Hastingsowe a Gibbsowe algoritmu, Swerdsenova-Wan-
gova metoda obnenuje v kezdem kroku cek plochy (shluky bod) a dky tomu
zpravidla vygeneruje posloupnost, kter reprezentuje pardovare rozcelen, mno-
hem dve. Algoritmus generuje nejenom posloupnost obramf x (Vg;,y, ale take
posloupnost mikrohranfe(g;,y, kde e) = fey : s tg acleny ey jsou dany
vztahem (Z.17).

SymbolemE budeme znait rahodnou velcinu na prostoru mikrohran. Uva-
zujme sdrwzere pravcepodobnostn rozcelen P (x;e) takow, ze:

Margiraln rozcelen P (x) odpovda rozcelen Isingova modelu ( x).
Umme snadno generovat rahodre vzorky z rozcelenP(xje) a P(ejx).

Druha zmhovara vlastnost ram umanuje powt Gibbs uv algoritmus k vy-
generowan posloupnostif (x (V; e) g,y tak,ze stdawe obmeuje jednotlive sla-
ky z podmrerych rozcelen, zatmco prvn vlastnost zaru cuje, ze posloupnost
obram fx g,y reprezentuje Isingv model ( x)

De nujme pravcepodobnostn rozcelen P(x;e) vztahem

1Y
P(x;e) = c (&st; Xs3 Xt);
st
kde 8
2e ; jestlze e=1;
(€;Xs; X¢) = e ; jestlee e=0 a Xs = X¢;

e
>
"0 jestlze e=0 a X5 6 Xy;
a C je normujc konstanta.

Nejdve oveme,ze pro takto de novare sdrwzere r  ozcelen P(X;e) skutecre
odpovch margiraln rozcelen P (x) Isingowe modelu s parametrem . Uspaa-
dejme rejaklym zpsobem \sechny dvojice sousednch bodi s t a ozname

s t (M zna pcet dvojic sousednch bod). Pak margiraln roz clen P(x)
zskame tak, ze posame praveepodobnosti P(x;e) pes sechna mara nas-

xt xt 1 Y
P(x) = P(x;e) = c (O;Xs; %)+ (1, Xs5Xt)

e1=0 em =0 st

Vzhledem k tomuze plat

e ; Xs6 X
(0;Xs; %) + (L Xs; X¢) = o
’ XS - th
dostaneme margiraln rozcelen ve tvaru
1Y Y 1 X
P(x)= c e e = 6expl“ . XX
s t s t
Xs=Xt Xs6 Xt

c@ odpovd Isingowe modelu s parametrem
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Nyn pejdeme k podmreremu rozcelen P (ejx), ktee je sowcinem funkc
(&st; Xs; Xt), .
P(x;e) 1 Y
P(X)  C()_,

P(ejx) = (&st; Xs; Xt);

kde C(x) jsou normujc konstanty neavisk na e. Jednotlive slaky mikrohran
jsou proto nezavisk a plat,ze

( 2 .

. e ;
P(Est =1)x) =
(Est jX) 1: X, 6 X;:

Xs = Xt;

Z takoweho rozcelen umme snadno simulovat.
O reco slaieg je podmrere rozcelen  P(xje). Sdrwzere rozcelen P(x;e)
neeme pepsat ve tvaru

Y Y
P(x;e)= e (e € ) xexo

s tiest=1 s tiest =0

kde «.x, zna tzv. Kroneckerovo delta

0; Xs 6 Xi;
1, Xs= X

Xs: Xt —

To znamera, ze P(x;e) = P(xje) = 0, jestlze v obraze x existuj takowe dva
sousedn bodys t,ze e =0 a x5 6 X;. U \sech ostatnch obram x plat

P P
P(x;e)=e (e e ) @& &)

Tyto praveepodobnosti ubec nezavis na obraze x, proto podmrere rozcelen
P(xje) je rovnhonerre rozcelen na mnaire \sech obram ve k teych plat, ze
\sechny dvojice sousednch bod s t u kteych nen aktivovara mikrohrana
et = 0 maj shodre intenzity Xs = X;.

Swensenv-Wangv algoritmus tedy generuje posloupnost (x(); e®)gi,\ tak,
ze nejprve zvol paatecn stav ( x©@; e©@) a rasledre pro kazd/cas k 2 N opakuje
dva kroky:

1. Nastaven mikrohran
Ai nastavonan mikrohran projdeme sechny sousedn body s t.V p-
(k) (k) : - (k+1) _ )
pace,ze xs’ 6 X;  tak nastavme aktivnh mikrohranu e ~ = 1. Jestlze
sak plat x{ = xEk), pak nastavme aktivn mikrohranu eg't“l) =1 s prav-
(

cepodobnost e 2 | jinak nastavme e = 0.

2. Volba noeho obrazu
Nejprve si obraz rozcelme na bloky bod, mezi kteymi nej sou aktivn
mikrohrany (tj. kazde dva body, pro ktee existuje cesta pres neaktivo-
vare mikrohrany eg't“l) = 0 z jednoho bodu do druleho, pat do stejreho
bloku). Nasledre pro kezdy blok vygenerujeme intenzitu z rovnonerreho
rozcelen na mnazire marych intenzit f 1;1g a tuto intenzitu pradme

vsem bodm v bloku.
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2.8 Metoda simulovarehozhan

V sekci[Z.6 jsme popsali postupy umanujc vygenerovat Markouv reezec, je-
ha staciorarn rozcelen odpovda aposteriornmu roz celen origiralnho obrazu.
Negaseji powvarym odhadem je wsak obraz, v renz je dosa&eno maximum
aposteriornho rozcelen. V eto sekci popseme postup, pomoc kteeho neeme
vygenerovat posloupnost obram, ktee konverguj k paadovaremu maximu.

Nasm clem tedy bude najt maximum rozcelen rahodreho pole na pros-
toru O, jeha prvky jsou obrazyx = fxs 2 Ggs,s ha mnazire bod S. Pro kladry
parametr uveazujme rozcklen

O(x)= Z Yexpf H (x)g;

kde H (x) je energie rozcelen aZ je normujc konstanta, tj.

X
Z = expf H (z)g:

z20

S rostoucm parametrem je rozcelen () vce koncentrovare do maximM S
rozcelen . Plat totez

. 15Mj; 2 M;
im Opy= — VX
1 0; jinak:
Teto vlastnosti vyw\a algoritmus simulovareho zhan, ktely generuje po-

sloupnost obram obdobre jako Metropoligv-Hastingav ne bo Gibbsv algorit-
mus s tm rozdlem, ze v kazcem kroku t jsou praveepodobnosti prechodu kons-
truowany tak, jako bychom cheli vygenerovatreezec se staciorarnm rozcelenm

(9 (namsto ), kde ;i 2 N, je rostouc posloupnost ralrychcsel takoa,
e ”mi!l i=1.

Zvolme paateen obraz xo 2 O a pedpokhdejme,ze jz mame vygenero\ano

prvnch t 2 N prvik x©@:::::x® Y Dak prvekreezce generovareho pomoc

simulovareho zhan zal@ereho na Gibbsow algoritmu pro obrazy zskame ve
dvou krocch:

1. Zvolme bod obrazus®® 2 S z rovnonerreho rozcelen na mnaire bod S.

2. Vygenerujeme novou intenzituxx" z rozcelen dareho lokaln charakteris-
tikou {O(x® V), 4. rozcelen (O(xC V)=1f (J(g;xt V):g2Gg,
pro ktee plat

: 1
gt)(g;x(t l)): (1) Xs= gJXSnfsg: X(Stnfs)g ;. g2G:
Intenzity v ostatnch bodech mimo s® ponecrame stejre, tj. x¥ = x& Y

pros2 S;s6 s,

Pozramka 2.4:

Pojem simulovare zhan je inspironan zhkanm v hutnictv |, ca je technika,
pi ktee, je materal nejdve rozhaven a rasledre k ontrolovare chlazen tak
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aby se zesily krystaly, ze kteych je materal slaen, a re dukovalo se mnastv
defela. Teplo zpsob, ze atomy se uvoln z jejich pvodn  pozice (lokaln
minimum vnitn energie) a rahodre se pohybuj po stavech s vys energii.
Pomak ochlazowan pak daa et sanci, ze se atom y usal ve stavu s ns
energii nez byla paatecn. Posloupnost (i) je proto tale oznaowna pojmem
~chladc schemal

Ri vhodre volle posloupnosti ;i 2 N, konverguje vygenerovara posloupnost
obram Xx;;i 2 N skoro jise k rekteemu z glokalnch maxim rozcelen . Plat
totz rasledujc tvrzen.

\éta 2.1:

Necht ;;i 2 N je chladc screma, ktee konverguje k nekonecnu tak,ze plat
i iIn(i); (2.22)

kde konstanta zna tzv. maximaln lokaln oscilaci energieH (x), tj. =
maxf s : s 2 Sg, kde s = maxfiH(x) H(Y)]: Xsntsg = Ysnrsgd: Pak pro
kak rozcelen  paatenho obrazu X, a matice pechoduP ;i 2 N: neho-
mogennho Markovovaretezce odpovdajc postupu simulo varehozhan s chla-
dcm sctematem ; plat, ze margiraln rozcelen jednotliwch prvla genero -
vare posloupnosti konverguij

im p@® pMm=""
n'l
a praveepodobnosti limitnho rozcelen = f ( x) : x 2 Og jsou
— o\ 15Mj; x 2 M;
(x)= 0; jinak:

Pozramka 2.5:

Metoda simulovarehozhan je podrobre popsana v sekci 5.2 monogra e |37],
kde jsou tale uvedeny dkazy vlastnost a tvrzen zmre rych v eto sekci. \kta
21 je pnym dsledkem \ety 5.2.1 ze zmrere monogra e.

V mnoha aplikacch je chladc screma ;i 2 N, voleno tak, ze konverguje
rychleji k nekonecnu nez vyaduje vlastnost (2.22). Pak osem nen zarwcena
konvergence ke gloalnmu minimu, nicrrere posloupnost obraa x; konverguje
rychleji k rekteemu lolkalnmu minimu.
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3. Markovovyreezce a perfektn
MCMC simulace

V kapitole [Z jsme popsali algoritmy zal@ere na MCMC simulacch, kee jsou
vyw\any k potlacensumu v obraze. Tato kapitola poskyt ne potebre teoreticle
poznatky o Markovowch reezcch cetre tvrzen uka zujcch,ze Metropolisv-
Hastingav algoritmus generuje posloupnost rehodrych velcin f X;gion, jeg mar-
giraln rozcelen konverguj ke staciorarnmu rozcelen . Navc si ukzeme
postup, ktey vede k vygenerowan staciorarnhorete zce, ve kteem margiraln
rozcelen jsou pesre dany pravcepodobnostmi

3.1 Markovovyreezce

Metropoligv-Hastingav algoritmus generuje posloupnost f X;gi,no tak,ze oba
kroky vykonare k zskan nowehoclenu X,.; vywvaj pouze informaci o hodnoe
aktwalnho stavu X,,. Takze X, +1 je podmrere neavisk na rahodrych velcirach
Xn «; k> 0, pidare hodnoe X, . Tato vlastnost mmhodrych proces je zpravidla
naznana Markovovskoua proces s touto vlastnost je naznan Markouv proces
fetzec) . Fresra de nice rasleduje.

De nice 3.1:

Posloupnost rahodrych veltin fX;gi,ne S hodnotami z koneere mnaziny
stau S je naznana Markovowmreezcem, jestlze sphuje

Markouvreezec se nazna homogenn, jestlze podmrere praveepodobnosti
P(Xn+1 = Xn+1)Xn = Xn) = P(Xn; Xn+1)

nezavis na n. Pravcepodobnosti p(X,; Xn+1) jSou naznany praveepodobnostmi
prechodu a tva tak zvanou matici pechod P . Matice P je talecasto naznana
pdrem reezce f X;gjono. Markouvreezec nazveme staciorarn , jestlze rozce-

kazce n 2 NO.

Dale se budeme zajmat pouze o homogenn Markovovy reeze. Jejich roz-
elen je dano rozcelenm paateenho stavu o= fP(Xo= X);x 2 Sg a prav-
tepodobnostmi pechodu p(x1;X2); X1;X2 2 S. Markovovy reezce (generovare
Metropolisowm-Hastingsowm algoritmem) jsou staciorarn peae tehdy, kdy
paaten stav Xy je generowan z popisovareho rozcelen . Snadno neeme
owit, ze reezec zanajc v pevre zvolerem stav U Xo 2 S nen staciorarn,
protae rozcelen prvn pronenre X je koncentrovare do jednoho bodwxg, zatm-
co rozcelen drureho bodu X; je dano odpovdajcm adkem matice pechod
p(Xo; ). Za mrrych pedpoklad na strukturu matice pechodu P \sak mzeme
ulazat,ze margiraln rozcelen L (X,) konverguje, pron ! 1 . Limitn rozcelen
se naz\a staciorarn.
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De nice 3.2:

Uvazujme homogenn Markouvreezec fXgi,no S pravéepodobnostmi pe-
chodup(s;t); s;t2 S. Rozcelen na mnaire stau S, ktee sphuje

X
t = sp(s;t) 8t2S;
s2S

je staciorarn rozcelen Markovovaretzce f Xigione-

Existence a jednoznanost staciorarnho rozcelen je predevsm dcana dosazi-
telnost stau mezi sebou.

De nice 3.3:

a) Rlame,ze stav t 2 S je dosaitelry ze stavus 2 S, jestlze existujen 2 N
takow, ze
P(Xnh=1tXg=15)> 0

b) Rlkame,ze Markouvreezec je nerozlaitelry, jestlze stav t je dosazitelry
ze stavus pro kazdou dvojici stau s;t2 S.

c) Kazdy stav s2 S nma svoji periodu danou vztahem
s= NSD(fn:P(X, = sjXqg=5s) > 0g);

kde funkceNSD je nejet spolecry ctlitel. Stav s 2 S je naznan aperi-
odickym, jestlze ¢ =1, jinak je naznan periodick/m s periodou .

d) Necht Ts jecas prvnho ravratu (recurrence time) do stavu s 2 S, tj.
Ts=inffn 1:(X,= sjXo=5)g

afld je pravaepodobnost,zereezec zacnajc ve stavu s se do rej popne
vat po n krocch, tj.
f=P(Ts=n):

Rlame, ze stav s 2 S je tranzitivn , jestlze
b3
P(Ts<1)= <1
n=1

Pokud P(Ts < 1 ) =1,rkameze stav sjetrvay.
e) Trval stav s 2 S je nenulowy, jestlze stedn doba ravratu je konecra, tj.

X
Ms=ETs= nf{M<1:
n=1

Pokud Mg = 1 , stav je naznan nulowm trvaym.
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Podmnka dosaitelnostirka,ze sysem zacnajcv e stavus 2 S ma nenulovou
pravcepodobnost pechodu do stavut 2 S v rejalem case. To je ekvivalentn

takow, ze
P(S; X1)P(X1; X2) -1 :p(Xn 2; Xx 1)P(Xn 1;1) > O

Rlame, ze stav s 2 S komunikuje se stavent 2 S, jestlze jak t je dosazitelre
z s tak s je dosazitelre z t. Mee byt dokazano, ze komunikace v tomto smyslu
je relace ekvivalence, je vytwa tdy ekvivalence, kter e jsou casto naznany
komunikan tdy. De nice nerozlaitelreho Markovovar etzce nee byt tale
peformulovana na podmnku, ze \sechny stavy utve  jednu komunikacn tdu.
Ve \esire literatury pojedravajc o teorii Markovowc hreezo nezeme najt

rasledujc dw tvrzen, ktea jsou zasadn pro metod y MCMC. Ole tvrzen byla
pevzata z [30] (vceslkem jazyce). Jiry pklad monogra e o teorii Markovowch
reeza obsahujc nezbytre aklady je [29].

Lemma 3.1:

Nerozlaitelry Markouvreezec s konenou mnainou st au S ma \sechny
stavy nenulowe trvak.

Pozramka 3.1;

Pro nerozlaitelry Markouvretezec s konecnou mnaino u stau S zdy exi-
stuje staciorarn rozcelen.

Lemma 3.2:

Nerozlaitelry Markouvreezec ma staciorarnrozd elen p@awe tehdy, kdy
\sechny jeho stavy jsou nenulow trvak. V takowem pp ace je  jednoznare
a ma rasledujc vztah ke stedn dobke ravratu

1
s = M—s; 8s2 S:
Jestlze jsou tale \sechny stavy reezce navc aperiodicle, pak pro jakekoliv
stavy s;t 2 S plat

; (n) _
lm g =

Podle echto tvrzen plat, ze libovolry postup, ktey gene ruje nerozlaitelry
Markouv reezec s matic pechodu P, generujereezec s jednoznarym sta-
ciorarnm rozcelenm , @ havc margiraln rozcelen reezce konverguje k
tj.

P "l ;
kde zna rozcelen paatenho stavu X o. Poznamenejme,ze jsme neneliadre
omezen na toto rozcelen. To znamera, ze margiraln roz celen prvl reezce
konverguj k staciorarnmu rozcelen neavisle na tom, kd ereezec zaal.
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Simulacn metody Markov chain Monte Carlo casto generujr eezce, ktee
sphuj podmnku reversibility. Takowe posloupnosti napgr  klad generuje Metropo-
limv-Hastingav nebo Gibbav algoritmus. Podmnka reversibilit yrla, ze exis-
tuje rozcelen  takow,ze

sp(s;t) = p(t;s) 8s;t2 S:

Sectenm rovnic pes s zskame
X

X
sh(s;t) = tP(t; s)
s2S 52&
= ¢ pts)=
s2S
To nee byt pepsano na rovnost = PT z de nice staciorarnho rozcklen.

Metropoligv-Hastingav algoritmus tedy generuje Markouv reezec s paado-
varym staciorarnm rozcelenm.

Pozramka 3.2:

Nazev podmnky asow) reversibility vypina z toho,ze ve staciorarnm
Markovowe reezci je tato podmnka ekvivalentn vlastnos ti, podle ktee pro
kazdou konenou podmnainu prvle vygenerovareho retezce, napklad vek-
tor (Xq;:::; Xx), plat,ze sdrwzere rozcelen echto prvla je stejn e jako jejich

3.2 MNhodra zobrazen

Z pedchoz sekce vme,ze teoreticka hodnota Markovovareezce vygenerovareho
pomoc MCMC simulac ma v nekonenu paadovare rozcelen , ale nejsme
schopni pozorovat tuto hodnotu. Proto se budeme snait germvat Markouv
reezec z mnus nekonecna (nebo z rejalkeho dostatecre vzdalereho bodu v minu-
losti) a pozorovat hodnotureezce v rejalem konecrem case (nag. nula). Nejsme{
li schopni rozhodnout v jalem stavureezec zacal v mnus nekonecnu, musme
uvazovat \sechny mare paatecn stavy s 2 S. Pro tentowel potebujeme zvolit
jinou reprezentaci Markovovaretzce. Ve zbytku eto kapitoly budeme pracovat
s ,0boustranrymi\ Markovowmiretzci, tj. fX g,z hamsto pouze pozitivhch
index. Budeme tale reprezentovat Markovovy reezce pomoc rahodrych zo-
brazen.

De nice 3.4:

Necht zna mnainu \sech zobrazen z mnainy stau S do sebe samotre,
tj.
= f' :S! Sg S
Uvazujme rehodnou velcinu ' = ( ;P) s hodnotami v mnaire a pravcepo-
dobnostnm rozcelenm P. Zobrazen' nazvemerahodrym zobrazenm vzhle-
dem k matici pechod P, jestlze sphuje

P(f'" :'" (s)=tg) = p(s;t); 8s;t2 S: (3.1)
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Ripomenme ze sekce[ 31, ze pravcepodobnosti pechod p(s;t); s;t 2 S, jsou
prvky matice P .

Pozramka 3.3:

Pro danou matici P zdy existuje rozcelen, ktee sphuje p@dmnku (3[1)]
Jednoductym pkladem je rozcelen dare vztahem P(f' g)= ", P (s;' (9).
Radky P (s; ) matice pechoduP jsou pravcepodobnostn rozcelen na mnazire
S.Necht S=fs;; ;si; g, pakplat

P . 0 P P . 0. 0
P() = P(f* (s1) = sig) = P(f" (s1) = 81" (S2) = $;0)
sgSp p p s§2Ss92S
= P(f' (s))= s}, ' (s)=s% Q)
SBSP S&SP Q P P P P
= P(si;s) = P (s1;8Y) P(si;sD)
%s sf2s 2N s92s s02s
= 1=1:
i2N

Tedy P je pravaepodobnostn mra. Obdobre pro k 2 N plat
. . PP P P PQ
P(f* (sk) = s¢0)

s92s  s) RSsP,; 2S Q2N
P(s;sy) 1

i6k
P (sk; S¢):

P(si;s)

ca ukazuje splren podmnky (3.1).

Nahodra zobrazen vzhledem k matici pechod P imituj jeden krok Markovo-
vareezce. Pro stav x, 2 Sretzce s pravéepodobnostmi pechodu p(Xn; Xn+1)
(z matice P ) nrezeme generovat nowclenretzce tak,ze vybereme rahodre zo-
brazen ' 141 2 s vywitm rozcelen P a rasledre nastavme X+ = ' n+1 (Xn).
Obdobre nmzeme imitovat m pechod Markovova reezce tak, ze vybereme

nezavislem zobrazen' ;2 ;i=n+1;:::;n+ mapol@me Xpim =" 11" (Xn),
kde' pi" = ' hem ' h+1. Symbol’ zna obvyke skhdan zobrazen
dare*  (x)="( (X))

Uvazujme nyn posloupnosti rahodrych zobrazen. Prostor = “ seshwa

z ,oboustranrych\ posloupnost

=gz =ity g e ti):
Uvazujme chle soicinovou praveepodobnostn mru P na prostoru takovou,ze
pro kazdou konecnou podmnainu | Z a sysem zobrazen ; :S! S;i2 |
plat Y

P2 : '"iy= ;12lg)= P( i):

i21
Praveepodobnostn prostor ( ;P) je zpravidla naznan stochastick/m tokem Za
podmnky (81) je proces X, = X, Xnp+k = ' M¥(x) Markovowm reezcem
zanajcm ve stavu X 2 S a s pravéepodobnostmi pechoduP . Stochasticky
tok je tedy pirozenou reprezentac Markovovareezce zxnajcho ve sech po-

@tecnch stavech a sechcasech.
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Uvazujme nyn posloupnost* 2 . Rkame,ze nastalo uplre splynut vcase
n, jestlze existuje konstantak 2 N° a stav! 2 S takow,ze 'D (x) = !
pro sechna x 2 S. Tato podmnkarla, ze sechny reezce X, dare stocha-
stickm tokem ' zacnajc vcase n  k budou ve stavu! vcase n neavisle na
paatecn stavu. Posounan paateenho bodu da  le dozadu vcase nic neznen,
prote ', (x) = 'M KL rn (x) = ! prosechnal 2 N. Ozname F,
mn(zilnu \sech stochastickych tok u nictz nastva upln e splynut vcase n a

F = ,,,Fn. Nas budou pedewsm zajmat stochasticle toky, ktee sphuj
P(F)=1: (3.2)

Podmnku (8.2) casto nazname enw jiseuplre splynut v konecremcase . Ve
zbytku eto sekce ovweme, kdy tato podmnka plat a posk ytneme metody pro
konstrukci stochastickych tola s touto vlastnost.

Ozname dile

limmis " 0(X); X2 S; "2 Fn:

Wih(") = ,
) l'o; jinak;

kde!y 2 S je libovolre zvolery stav tak, aby bylo W, (' ) dolre de nowano na
cekm prostoru .

\éta 3.1:

Za podmnek (3.1) a (3.2) je mhodry procesf W,g,.7 staciorarn homogenn
Markouvreezec s matic pechod P.

Dkaz:

Owme nejdve Markovovu vlastnost. Protae
Wi (l ): mlllrln I nm+1 (X) ="' i m!l{n ' nm(X) ="' ni (Wn(I ))

prokaedke ' 2 F an2 N, W,(")avisna ',; m n, aproto je neavisk
S' h+1. Nzeme tedy psat

=P (" n+1(Sn) = Sne1;Wh = Sp; it s Wh = Sp k) =

Posledn rovnost plyne z podmnky (3.1). Konecre, podmre ra praveepodob-
nost je

Tedy fW,0n22 je homogenn Markouvreezec s praveepodobnostmi p rechodu
P. Procesf W, 0,2z je tale staciorarn, prot@e posloupnosti rehodrnych zo -
brazen f' (g««m Maj rozcelen invariantn i posunut, ktee neza vis na m.
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\eta B.1lnabz metodu pro simulovan rahodre veltiny s p resre pa@adovarym
rozcelenm za powit generovan Markovovareezce. Redpokhdejme,ze mame
kladre rozcelen  na mnaire stau S a jsme schopni generovat nerozlaitelry
Markouvreezec s pdrem P tak,ze je jeho staciorarn rozcelen. Redpoka-
dejme dale,ze umme konstruovat rahodra zobrazen sphujc podmnky (3.0) ]
a (3.2). Pak rahodre velciny W, jsou simulowany tak, ze vybereme rahodra
zobrazen ' o;' 1;::: (paxnaje vcase 0 a pokra:ulce zret) dokud nenastane
uplre splynut slczerych zobrazen '°, = ', 1 " k. Pak hodnota
I ='09 (s), ktem neavis na s2 S, je dobym reprezentantem rahodre velciny

W, s rozclenm . Redvedeme tento pstup na jednoduclem pklace.

Rklad 3.1: (Zetra simulace)

Necht S=f 1,29 je dvoubodow prostor stau. Pravadepodobnosti pecho d

-1 : : :
P_ 1 ’ O<1< 11

generuj Markouv reezec se staciorarnm rozeelen (15 2) = (——;—)-
Mnaina \sech zobrazen S° obsahuje 4 prvky:

A @@y =1; D)
' @2y =1; 122
L ) =2; @Y
r@) . () =2; ' CA(Q)

I n
NEFEDNP

Zobrazen' @Y (resp.' @??) slow oba stavy do stavu 1 (resp. 2), zatmco' *2
ponecta pvodn stavy a ' ?Y pehod kazdy stav za druhy. Rozcelen dare
pravcepodobnostmi

PC®™)y=@1 ) P(C(®™®)=@1 )T )

P( @)= P (@)= @ )
sphuje podmnku (8I). Nyn meeme zvolit rehodre zobr azen ' o z tohoto
rozcelen. Jestlze vybrare zobrazen je ' @V (resp.' ??), ozname W, = 1
(resp.Wy = 2). Jinak budeme pokracovat a vybereme zobrazen ; ze stejreho
rozcelen. Budeme pokracovat dokud nen vybano jedno ze zobrazen' V)
a' @?2 . Praviepodobnost (plreho) splynut v koneeremcase je

P(C @)+ p( @) p( @)+ p( (12) kK _
k=0

Procesf Wi gk.z je staciorarn. Jestlze v prvnm kroku je vybano zobraze n
' 12) nebo' @Y, tak hodnota W ; je generovana stejrym principem jako W,.
Proto pravéepodobnostiP; = P(Wo=1)= P(W 1=1)a P, = P(Wp=2) =
P(W 1 =2) musresit sysem linearnch rovnic

P( @)+ P( )P(W ;=1)+ P(" @)P(W ;=2)
P( @)+ P( @)P(W ;=2)+ P( @)P(W ;=1)
(3.3)

P(Wo = 1)
P(Wo =2)
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Secten echto rovnic potvrzuje,ze jejichresenm je p ravcepodobnostn rozcelen:

P( D)+ P( @)

P1+ Pz = 1 P(' (12)) P(' (21)) =

Meeme snadno owit, ze pravcepodobnosti  ; a 5 jsou jedirym resenm
sysemu rovnic (3.3), a proto algoritmus generuje rahodnou Jeinu se sta-
ciorarnm rozcelenm odpovdajcm padru P

Naopak pstup s dogedrym splynutm obecre negeneruje staciorarn roz-
telen . Uvazujme, ze mame dva neavisk Markovovy reezce in(l)giZN a
fxi@ Oi2n, ka&dy zacnajc v jirem stavu. Obareezce zastavm e v momeng, kdy
popne X = X@_ Pro zpesren ozname rahodre velciny Z = X kde T
je takow rahodrycas,ze XM 6 X? proi<T ax{® = x¥© z yedpokladu,
ze reezce nesplynuly ped casem t vme, ze Xt(l) 6 Xt(z). Pravaepodobnost
toho, zereezce splynou vcaset +1 je (1 ) + (1 ), kter se skhch
z pravcepodobnosti, zereezce splynou do stavu 1 (jederreezec ska ze stavu
2 do 1, zatmco druly mstane v 1)

PZ=1T=t+1)=(1 )
a pravcepodobnosti jevu, zereezce splynou do stavu 2
P(Zz=2T=t+1)= (1 ):

Protaxe
R

P(Z=2= P(Z=2zT=t)P(T=1)
t=1
a pravcepodobnostiP(Z = zjT = t) neavis na t, tak rozcelen 7 rahodre
veltiny Z je cano vektorem

. ) . ) .
@ )y+ @@ )ya )+ @ )’
ktely se obecre (vyyma ppadukdy = = 1=2)Is od staciorarnho rozcelen

V pklace 3[1jsme pracovali s dvouprvkowm prostorem stau S a mnaina
\sech zobrazen S® obsahovala pouze 4 prvky. Nicmere typicka aplikace MCMC
simulac pracuje s mnohem \esmi prostory. V dabm text u popseme obecry
princip konstrukce rahodrych zobrazen, ktee jsou ve vztahu s matic pechod
P pomoc podmnky (8.1), a ktee jsou snadno pouwitelre pro simulace i na
mnohem slaitegch prostorech stau.

Uvazujme funkci f : S I S a neavisk rahodre velciny U;;i 2 Z
s identickym rozcelenm a hodnotami v . Pak '; = f(;U;) je mhodre zo-
brazen. Bzra volba je takowa,ze jeinterval < 0;1> arahodra velcina U; na
rovnonerre rozcelen na tomto intervalu. Uvazujme dhle, ze s;;  ;sp 2 Sjsou
prvky prostoru stau. Prote mnazina S je konecra, nzeme si pedstavit de -
ncn obor funkce f (s; u) jako nusecek jdoucch z 0 do 1 a funkcef (x; u) prazuje
bodm na echtouseclkach hodnoty z prostoru stau  S. Usecka odpovdajc stavu

54



Si 2 S nmee byt rozcklena proporcioralre k i-emuidku matic e pechod P.
Pro konketn s; prazujeme

f(si;u)= s1 jestlze u 2 [0; p(si; s1)]
f(s;u)=s, jestlze u2 (p(si;si);p(si;s1) + p(si;s2)]

f(si;u) = sy jestlze u2 (1  p(si;sn); 1)

Jak je vicet, plat P(' (si) = s;) = P(f(si;U) = s7) = p(si;sj), cae znamern, ze
rahodre zobrazen, konstruovare wse zmrerym zp usobem, sphuje podmnku
B.D).

Owen podmnky (3211nee byt komplikovareg ne  z v pklace 3I1je{
i mnazzina stau S vella. Nekolik ekvivalentnch tvam eto podmnky je zfor-
mulovano v rasledujc \ee. Red touto \etou sak je sk budeme de novat ra-
hodnou velcinu reprezentujccas splynut a ukzeme j ej vlastnost sub-multipli-
kativity.

De nice 3.5:

Necht' 2 je stochasticky tok. Pak rahodra veltina
To(")=supfm n:9! 2 Stakowe,ze '} (s)="! 8s2 Sg

je naznana cas nejpozcegho splynut pedcasem n.

Kade rahodre zobrazen ' , zwuje suj de ncnh obor S na jeho podmnainu.
Plat tedy ' ,(S) S, kde ' ,(S) zna obraz mnainy S zobrazenm ' ,(S).
Zaneme({li vcase 0 a budeme{li postupovat do minulosti, tak plat S ' ¢(S)
'0.(S) :::.Nahodra velcina T je pak ,.nejblis\cas pedcasem 0, pro ktey
je mnaina ' 9 (S) jednobodowa.

Cas nejpozaegho splynut ma tak zvanou vlastnost sub-multiplikativity, ktea
je zformulowana v rasledujcm lemma.

Lemma 3.3:

Necht n;m < 0 je aporre cekcslo. Pak plat

P(To, m+n) P(Te mMP(T, m+n)=P(Ty mP(Ty n)

Dkaz:

Nerovnost Ty(' ) m + n implikuje, ze ani ' 7, .., ani ' 2., nezobrazuj
\sechny stavy s 2 S do jednoho stavu. ProtoP(T, m+n) P(To m; Ty
m+ n). Nahodra zobrazen ' ], ,; @' 1., jsSou neavish. Tm mame dokazanou
nerovnostP(T, m + n) P(To m)P(Ty m + n). Rovnost P(Ty

m+ n) = P(Ty n) je dsledkem stacionarity.
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\éta 3.2:

Necht ( ;P) je prostor stochastickych tok. Pak rasledujc podmn Ky jsou
\sechny ekvivalentn podmnce (B.2)

1) Pf' 2 : To()>1g =1 8n2Z
2) 9 2 Ntakow,ze Pf' 2 : To(")> g>0
3) 8s;t2 S9ng 2 Ntak,ze Pf' 2 : "Js(s)= "1 (t)g> 0

Dkaz:

Prvn podmnka je pouze peformulovanm podmnky (3[2),]t akze potebuje-
me dokazat pouze ekvivalenci podmnek v eto \ee. Zacneme implikac 3) )  2).
Oznaxme ny, = MaXsisfng @ P 1*(s) = ' 1*(t)) > Og maxinmaln paet
krokh ng z podmnky 3). Protae splynut stau s;t 2 S v ng vynucuje i je-
jich splynut v n,, (jednou spojere stavy w nemohou byt rozceleny dakmi
zobrazenmi), kazce dva stavy s;t 2 S maj oste kladnou pravcepodobnost
splynut v n,,. Pak tale minimum p, = ming.s P 1™ (s) = ' 1™ (t)) je oste
kladre. Proto je jSj > j' 1™(S)j s pravcepodobnost \es ne p,, (jestlze
iSj  2), kde jSj je paet prvk S a' (S) zna obraz mnaziny S zobrazenm
' . Podobre pravcepodobnost jevujSj > j' 1™ (S)j > |' ﬁ’;mﬂ (9S)j je eb ne
P, protee rahodra zobrazen ' " (S) a ' 2", (S) jsou neavish. Prot@e S
je konecre, potebujeme opakovat tuto iteraci nejwse jSj 1 kat, abychom
dostali j' Y9 Y™ (S)j = 1 s pravdepodobnost \es ne ply ' > 0. Posunem

indew z1;:::; =ny(jSj 1)na +1;:::;0 dostaneme podmnku 2).
Implikace 2)) 1) je dsledkem vlastnosti sub-multiplikativitycasu T, a sta-
cionarity velcin T,; n 2 Z. Resrgji,

P(To> 1 )=1 [imP(Ty k)

kde je vzato z podmnky 2) a sphuje P(T, > ) > 0. Vlastnost sub-
multiplikativity daa

P(To k) P(To =@ P(To> )X 1o

Navccasy T,; n 2 Z avis pouze na rahodrych zobrazench f:::;' , 1;' nQ,
jejicle rozcelen jsou invariantn wi posunut. Proto  rozcelencas T, neavis
nan?2 Z apodmnka P(To > 1 ) nee byt zobecrenana P(T, > 1 ) pro
\sechnan 2 Z.

Implikace v obacerem sneru jsou trivaln, protee P(To> 1 ) =1 impli-
kuje P(To > 1 ) > 0 auplre splynut vynucuje splynut \sech pau.

3.3 Cas nejpozaesho splynut

\eta B.2] pracuje s rahodnou velcinou T, a ukazuje okolnosti, za kteych je
tato veltina skoro jise konecra. \eta ram nicnere nep oskytuje adry postup
pro odhad casowe raranosti metody. Obecry pstup p ro odhadown casowe
raracnosti, nezavisy na tvaru matice pechodu P a volke rahodrych zobrazen
', je nastren rasledujc \etou.
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\éta 3.3:

Necht ( ;P) je prostor stochastickich tok a To("); ' 2 , jecas nej-
pozcegho splynut. RFredpokhdejme, ze existuje 2 N takow, ze P(Ty
)= > 0. Pak existuj momenty rahodre velciny T, a

X
E( T9" k" (@ )"(m+1)" m")
m=0
Specalre,
p ETo @ )
2 1 21
Var Ty, 2 =+ (2) 1 )2
Dkaz:

Necht T je disketn rahodra veltina s hodnotami v N,. Jestlze existuj
momenty T, pak pro re plat

X
ET"= ((i+1)" i"P(T>i):
0

Odvozen eto formule rasleduje:
n P 1 :n i
ET" = Pifl'P(T:_lI%i _ |
- P(MT=10) 5.G" (G D"):
Sumy pgesi aj mohou byt prohozeny:

P, . Py i
ETM = pia(” G D) i P(T=0
= pia0" 0 DHPCT )

o +D" ()P >]):
Uvazujme navc, ze T ma vlastnost sub-multiplikativity a existuje 2 N
takowe,ze P(T )= > 0. Pak
P(T>j) @ )Y,

kde [x] znac celou@stcsla x. Pokracujme v odvozowan:
P 1 . . L
ET" o<,g +1)" (G)ma )Y
le (k+1) 1 kK n f\n
= k=0 j=k @ )G+ ()
i:O (1 )k (k + 1)n n kn n
n P 1 1 kK (k+1)" k" :
ko1 )¢ (k+1) :

Posledn suma konverguje pro kace > 0 an 2 N, ca dhwa existenci \sech
moment.
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Nahodra velcina Ty nabya @aporrych hodnot, ale T, sphuje \se nezbytre
tak, abychom mohli aplikovat \sechny odvozere wrazy.
Konketre pro n =1 je spodn odhad stedn hodnoty

P
E( To) oL )=
Volba n = 2 dava horn odhad pro druty moment
P
ET 2 0@ )k +1)
= 2(2+2 k@)
= (t+ )
Vzhledem k tomu, ze plat
P(To< i) (1 );proi<;
pak
X 1
ETo> P( To>i) (1 )
i=0
a horn odhad pro stedn hodnotu je

ETo< (@ )
Meeme tale dokorctit horn odhad rozptylu

, 1,20 )

Var To= ETZ (ETy)? > 1 )2

3.4 stere uspadara Markovsla adra

Owen, zda rahodra zobrazen ' | sjednot \sechny stavy do jednoho je v bezrych
aplikacch MCMC metod nemare. Za uciych okolnost vsa k nee byt tento
ukol zjednodwsen na poule porovran obram extemn ch hodnot prostoru stau
S.

De nice 3.6:
Gastecre uspaacan  na mnazire S je relaces t mezi prvky s;t 2 S se
dwema vlastnostmi
reexivita -s s8s2S
tranzitivita -r sas timplikujer t

Poznamenejme, zeuplre uspaadhn mus sphovat | ese tet paadavek, aby
kad dvojice s;t 2 S byla porovnatelra, tj. st nebot S pro \sechna
s;t 2 S. Jestlze existuj takowe prvky m;m2 S,zem s m; 82 S pakm
je naznano minimem prostoru S am je jeho maximum.
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De nice 3.7:

Uvazujme @stecre uspaadanou mnainu stau (S; ) a mnazinu \sech zo-
brazen = S°S. Pak zobrazen' 2 zachowwa uspaachn , jestlze plat

X y) "(x) "(y) 8y2S:

Symbolem = f'" 2 : x y) "(X) ' (Y);8x;y 2 Sg budeme zneit
mnainu \sech zobrazen zachowavajcch uspaacan . Rkame, ze rahodre zo-
brazen ' =( ;P)zachowawa uspaadan skoro jist, jestlze

P()=1 : (3.4)

\éta 3.4:

Redpokbhdejme,ze P je pdro nerozlaitelreho Markovovarekezce naaste cre
uspaadare mnazire stau ( S; ) takowe, ze existuj minimaln a maxinmaln
stavymym2 S a

s tat s, s=t 8s;t2S: (3.5)

Mejme dhle prostor ( ; P) rmhodrych zobrazen, ktey sphuje podmnku (3[2)Y]
a (3.4). Necht ( ;P) je prostor rahodrych tok sla@erych z rahodrych zo-
brazench (tj. = Z a P je sowinow mra P?). Pak splynut extem m a
m je postacujc podmnkou prouplre splynut.

Dkaz:

Sl@enm zobrazen, ktea zachowavaj uspaacan, vznikne opet zobrazen,
ktee zachowa uspaachn. Proto plat

YO
P'R(m) '"Xs) 'pm)  P(i2 ;i2fk;::i0g)=  P(i2)=1
i=k

pro kezce aporre k 2 Z as 2 S. Redpokhdejme, ze k je dostatecre velile,
aby existovalo! 2 S takow,ze ' 2(m) = ' (M) = ! (tj. extemy splynuly).
Pak vlastnost (3.5) chwa

P 2(s)=!;82S)=P(! '9(s) !)=1

auplre splynut skoro jise je zariceno.
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4. Klasl kace obrazu

Jednou z nejzajmawefgch oblast anayzy obrazu je jeh o klasi kace, pi ktee
se sname interpretovat obsah obrazu. Klasi kac obrazu mzeme chapat dw,
soke podobre, ulohy. Bud' zaazen cekho obrazu do vhodre tdy, nebo identi-
kaci objelt v obraze a jejich rozazowan do vhodrych kategori. Pro pedstavu
uwadm rekolik pklad aplikac vywvajcch klasi kaci obrazu.

Asi nejzraneg ulohou je detekce oblcay, pi kter e se sname identi ko-
vat, zda se v obraze (napklad v maznamu z bezpecnostnchkamer) vyskytuje
rejaky oblcej. V rekterych ppadech se rasledre sn ame pradit oblcej k oso-
ke, ktee pat. K wcen a porovravani algoritmu pro ro  zpozraan oblcej jsou
casto pow\ana tzv. FERET data, ktea jsou ke st&zen na stankach institutu
NIST (National Institute of Standardization and Technology). Olsah echto dat
a detaily o jejich pazen jsou popsany ve [26] a [27].

Ve wrobnch procesech je casto poteba prowacet vizu aln kontrolu kvality
materal. Klasi kace obrazu nee pomoci gi automatizac i tchto kontrol. Clem
je identi kovat@sti obrazu zkoumareho materalu, kde se v yskytuje rejaka vada.

| v sowcasnosti je jese mnoho informac zskavano pom oc rwere vyphovarych
formulm. Pomoc metod analyzy obrazu neeme rozpo zravat jednotlive znaky
nebocslice v echto formubrch a rasledre dokumenty au tomaticky prevacet do
digialn podoby. Nekolik datataz riwcre psarychcslic nasbral US postal service
nebo opet institut NIST.

Dak prostor pro analzu obrazu poskytuj tale satelit n snmky Zene. Jednm
zpsobem vywit echto informac je identi kace vykace rych les z fotomap.
Mnoho aplikac analzy obrazu tale pochazi z prosted medicny.

Blzkym oborem ke klasi kaci obrazu je ,pcctacowe vicen\, ktee se sha
rekonstruovat trozmernou s@nu reprezentovanou obrazem, pgpadre do obrazu
pidat rejakou informaci, ktem naponaha interpretaci ob razu. Jednm z vyuwit
pactacoveho vicen je obohacen obrazu sportovnch  penos. Napklad zw-
razren puku a jeho dahy letu v lednm hokeji nebo doplren @ry, oznaujc
nejvzdalereg doskok i letech na lyzch, do obrazu.

4.1 Statisticka klasi kace

V kto sekci popseme statisticke vnman probemu kla  si kace, zmnme zakladn
celen klasi kacnch postup a zformulujeme klasi keecn - ulohu wevanou v analze
obrazu.

Clem klasi kecnulohy je rozadit pozorovare objekty do k ategori na aklace
nmeen (vlastnost), ktea mame zaznamerana ke kazd emu objektu. Uvazujme

kde prostor Z obsahuje sechny mare hodnoty vektoru nmeen Z. Budeme
pedpokbdat,ze kazds objekt pat do jedre z  J td. Mnainu \sech td budeme
znxit C = fcy;:::;¢Q9. Systematicky zpsob odhadowan clenstv v tcach je
pravidlo, ktee kazcemu vektoru meen z 2Z piad jednu zetd C.

Klasi katorem , nebo tale klasi kecnm pravidlem , tedy je zobrazend: Z !
C, ktee je de novare na mnaire marych meen Z a pro katke z 2 Z je
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d(z) 2 C. Zobrazen d urcuje rozklad prostoru Z na J disjunktnch mnazin
A;=fz;d(z)= g j2f1:::;30;

pro ktee Aj\A j = ;;i 6 j. Ekvivalentre tedy mzeme de novat klasi kator jako

Potom pro kazce z 2 A; odhadujeme tdu ¢ .

Klasi katory jsou zpravidla konstruovany na zaklace historic le zkusenosti.
Tato zkusenost je reprezentoana daty, kteym serka webn vzorek. Podle charak-
teru webnho vzorku rozlsujeme dva typy wcen klasi ka tow.

jich skutecre zaazen do td, mluvme o tak zvarem wen bez dohledu (un-
supervised learning). V takowem ppack je nejdve pot eba odhadnout, ktee

klasi kacn pravidlo d(z). Klasi kacnuloha s .cenm bez dohledu je tale casto
naz\ana shlukovou anayzou nebo segmentac.

Rklad 4.1: (Klasi ka&nulohy)

Ulazkou klasi kecnho pravidla wereho s dohledem je predikce bouek v ra-
sledujc den. Clem je, na aklace meteorologick/ch ukazat el sesbrarych ak-
tualn den, odhadnout, zda bude rasledujc den v mse m eteorologicle stanice,
ktel poskytuje udaje, aspa jedna bouka. Tatouloha j eresena vchnku [9].
Wcebn vzorek pro tutoulohu obsahuje:

Datum D skeru meteorologick/ch dat .

Identi kencslo | meteorologicle stanice.

Meteorologicka neen v den D (teplota, vlihkost, sezky, paet bouek)
{ tj. hodnoty vlastnost z 2 Z .

Klasi kace dne D +1 v mse | s hodnotami: bez bouek / s boukami.
{ tj. kategorie C= fcy; Q.

Rkladem klasi kaenho pravidla wcereho bez dohledu je ident ikace typ
akaznk telefonnho opeiatora na aklace mry vyiz  \an jednotliwch slwzeb.
Clem je rozpoznat skupiny stivajcch zakaznk tak, aby zakaznci v amci
jedre skupiny vywvali poskytovare slizby v podobre m re, zatmco aby akaz-
nci z odlsrych skupin neli rozdlre chovan. | vtomto r pack je poteba vy-

tvait klasi kecn pravidlo, ktee keedemu zakaznkovi prad oznacen skupiny
podle jeho chowan v aktialnm obdob. Wcebn vzorek pro tutoulohu obsahuje:

Mesc M, za ktel jsou vypacteny charakteristiky zakaznka.

Identi kecncslo | akaznka.
Utrata akaznka v mesci M za jednotlive slweby (voan, SMS, MMS,
internet)

{ tj. hodnoty vlastnost z 2 Z .
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Matematicka formulace probemu klasi kace obrazu je obdobma klasi kecnm
uloram ve statistice. Mejme obraz y = fys 2 Ggs,s @ mnazinu L textur, ktee
se mohou v obraze vyskytovat. Uvazujmg cale mnazinu blok U 2 U, ktee
pokyvaj mnainu bod S, ptenz plat uzu U = S. Tyto bloky se mohou
i pekyvat. Clem klasi kace obrazu je pradit kecemu  bloku bod U 2 U tex-
turu Iy 2 L, ktem nejepe odpovda podobrazu y ;. Ukolem tedy je zkonstruovat
klasi kecn pravidlo d(y), ktee kazdemu obrazu y z mnaziny \sech obram Oy na
bloku U prad texturu z mnaziny L. Abychom mohli powt jeden klasi kator
pro \sechny bloky U 2 U, pokyvajc mnainu bod S, je pirozenou podmnkou,
ze mnainy \sech marych obram se shoduj pro kazd e dva blokyU;; U, 2 U, .
Oy, O y,. Tuto spolenou mnazinu obram budeme dale zneacit O a budeme ji
nazvat donmenou klasi katoru d(y).

o wcen klasi katoru s dohledem. Kresen etoulohy jso u v principu dva rozdlre
pstupy.

Prvnm z nich je tzv. memory based pstup, pi kteem si za pamatujeme
rekolik vzorl textur i s jejich spavrym zaazenm. K& d/ now obraz je pak
porovran i eto kazi obram a je mu prazeno ozn &en textury, ktee se
negaseji vyskytuje u podobrych vzau.

Druhou manost je zvolit rejakou rodinu klasi katon D = fd, : w 2 Wg
s oborem hodnotL . Nasledre na zklace dat, ktem obsahuj vzory texturi s je-
jich spavrym zaazenm, najt vhodnou volbu W parametwn w a poe prazovat
oznaen textury pro nowe obrazy pomoc funkce dy(y).

textury, jde o tak zvanou segmentaci obrazu, i ktee pedewsm hlecame skupiny
podobrych obram a rasledre hlecame klasi kecn pravidlo , ktee bude kazdy blok
obrazu oznacovat texturou.

V analze obrazu se wak nmzeme setkat i s probemem wen Kklasi katoru
sasterym dohledem. To je situace kdy existuje webn vzorek ve forne dvojic

vzorky obram pro sechny textury z mnainy L.

Rklad 4.2: (Typy klasi kanchuloh)
Rkladem klasi kace obrazu je identi kace vad v nasnmarych m ateralech.
Clem getoulohy je zaadit vybrare wezy snmku do kate gori:
materal bez vady
materal s vadou 1

materal s vadou J

Mame{li k dispozici ukazky wem snmku  y,;:::;yy, K niNE jsme manwalre
zjistili, zda se jedra o materal bez vady, ppadre identi kov ali typ vady, pak
je nas ulohou zkonstruovat pomoc wcen s dohledem klasi kator d(y), ktey
rasledre budeme vywvat pro automatickou identi kaci vad.

Mame{li \sak pouze obraz materalu, u kteeho nevme, zda se na rem vysky-
tuj vady (a jalke), musme pomoc wen bez dohledu naj t skupiny podobrych
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wren, ke kazce skupire pradit popisek s typem vady  (jednu skupinu nazvat
.bez vady), ppadre vytvait klasi kator d(y) pro identi kaci vad na dakch
snmcch.

V rektelych ppadech neeme pro wen klasi katoru vyt obraz materalu
bez vad, tj. pro lcen neeme vyt Wwezy snmku Y1, YN U nictkz vime,
ze odpovdaj textue 1o 2 L. U dab wem yn.;:i5Ynem WAk zaazen
nezrame. V takovem ppack se jedra o wen klasi kat oru sastecrym dohle-
dem.

4.2 Bayesovo pravidlo

Mejme klasi lkator d(y), ktey keecemu obrazu y prad texturu | 2 L. Pomoc
R (d) budeme znacit skutecnou mruspatreho zaazen klasi katorem. Uvazujme

prostor O L \sech dvojic (y;l), kdey 2 O je obraz z doneny klasi katoru d a
| 2 L jetextura. Necht P(A;l)jsou praveepodobnosti na prostorutO L aA O |,
| 2 L. P(A;l) ucavaj pravcepodobnost toho, ze rmahodre vybrary snmek vy
je z mnaziny A a reprezentuje texturul. Pro zpesren budeme pedpokhdat,

ze dvojice (Y ;L) je mhodry vektor s rozcelenm P(A;l), . P(Y 2 AL =
) = P(A;Il). Skuteenou mrouspatreho zaazen klasi katorem d(y) je mrena
pravcepodobnost,ze obrazuY bude prazena jira textura, nez skutecre reprezen-
tuje, tj.

R (d)= P(d(Y) 6 L):

Predpokbdejme, ze pravcepodobnostn rozcelen P(A;l), A O , | 2 L
zrame. Pak nejlepm klasi katorem je tak zvare Bayesovo pravidladg (y), ktee
je de novano vztahem

ds (y) = argmax P (y;1):

Vzhledem k tomu,ze klasi kator maximalizuje pravcepodobnosti P(y; 1), je tale
zram pod rezvem pravidlo maximaln \erohodnosti . Ai powzit Bayesova pravidla
ds (y) je skutecra mraspatreho zaazen

X
R (dg)=1 P(y;ds(y)):

y20

V mnoha aplikacch jsou zranme tak zvare apriorn pravéepodobnosti td
;1 2L, ca jsou margiraln pravcepodobnosti

= P(L=1);

ppadre je neeme odhadnout pomoc relativnch wsky u jednotliwych td
v tenovacm vzorku.

Zakladnmukolem klasi kecnho algoritmu pak msava odha  d podmrerych
rozcelen obrazu Y v dare tce | 2L, tj. pravcepodobnost

P(y;!)
|

P(Y = yjL = 1) =

na aklace kteych jz z Bayesova pravidla zskame klasi k ator.
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4.3 Klasi ka&n stromy

Nyn se zamame na klasi kaci obrazu were s dohledem. Na ulohou tedy je

klasi lkatoru d(y) je zpravidla hodnocena na zaklace vhodreho odhadu skutee
mry spatreho zaazen R (d). V mnoha aplikacch wsak mimo pesnosti klasi-
latoru je tale dlezit rychlost s jakou klasi lator zar ad now objekt do vhodre
tdy.

Rkladem takowe situace je detekce vad ve tkarych textli ch. Ri € je rychle
previnuta role tkaniny (z jedre cvky na druhou) pod snmace m obrazu. Jef{li
v nasnmarem obraze identi kowana rektem z vad, je pot eba pevjen zastavit
a vadu z htky odstranit, nebo si jej umsen a typ rekam poznamenat. Rychlost
wpcctu klasi kacnho pravidla je pak jeden z faktow, kter y urcuje jak rychle
nee lyt role pevinuta.

V rasledujcchctyech sekceh popseme jednu ze 2k ladnch metod statisticle
klasi kace, tak zvare klasi kacn stromy, a zamgme se na modi kace webnho
postupu, ktee umanuj zohlednitcas klasi kace pi kon strukci klasi katoru.

Klasi kacn stromy jsou klasi katory, ktee mohou bytrep  rezentovany v podo-
ke stromowe struktury (viz obazek 4.1), zalzere na opakovarem celen doneny
klasi lkatoru O na disjunktn podmnaziny.

Obrzek 4.1: Klasi kacn strom.

V obiazku 4.1] klasi kecnho stromu je mnazina \sech obram O rozcklena do
dvou disjunktnch podmnazin O, a O3 tak,ze O = 0,[0O3a0,\0 3 = ;.
Mnaziny O, a Oz jsou dale rozceleny na disjunktn podmnaziny O, = O4[O 5
a O3 = Og [ O 7. Naproti tomu mnainy O4, Og, Og, Og, O3 a O1; nejsou
chle ckleny. Mnainy je dale necelme jsou naznany koncowe mnainy a tva
rozklad O na disjunktn podmnainy. Kazde koncowe mnaire je @ razenatextura
| 2 L. Klasi kator je pak dan rozkladem doneny klasi katoru O do podmnain
A1 2L, kde kazch z mnazin A, je sjednocenm koncowch podmnazin, kteym
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je prazena textura |. V nassem pkladu z obazku 4.1to znamera
A; = 04[0g;
A, O[O o[O 1;
A3 = O]_O:

Odhad textury pro obraz y pomoc klasi keenho stromu probla tak, ze
v prvnm kroku oveme, do ktee podmnainy Delen 1 obrazy pat. Jestlze
plat y 2 O,, potom postoupme kDelen 2 . Jestlze naopaky 2 O3, postoupme
k Delen 3 . Stejrym zpsobem pokracujeme dal k pslisrym cele nm & najdeme
koncovou podmnainu do kteey pat. Obrazu y pak pradme texturu, ktea
pat k wsledre koncowe podmnaire.

Delen, ktema se vyskytuj v klasi kecnm stromu, jsou zpr avidla tvaena na
aklace charakteristik obrazu. Frehled mnoha charakteristik, ktee je mare vywzt
v konstrukci stromu, 1ze nakzt v sekcCLL. Budeme{li uvazoatcerno{bk obrazy
y, tak pkladem Delen 1 nee lyt rozklad ha mnaziny

O, = fy 20 :vobrazey je vcecerrych bod nez bych g;
O; = fy 20 :vobrazey je stejre nebo nerecerrych bod nez biich g;

nebo na zaklace excentricity L obrazu

0O, fy 20 :L(y) > 0;5q;
O3 fy20 :L(y) 0;50:

Pozramka 4.1;

Ve zbytku sekce budeme jese powvat razvoslov z teorie graf, ve kteem
mnainy O, O,, O3, ::: jsou reprezentonany uzly ti;i 2 N, ptenz uzel t;
predstavujc celou dorrenu Klasi katoru O je naznan kaen, zatm co koncowe
podmnaziny jsou reprezentoany koncowmi uzly (nebo tale listy). Uzly, ktee
nejsou koncow, jsou rozceleny ngoduzly

4.4 Restowan strom

Stejre jako klasi kace pomoc klasi kacnho stromu probh a provwovanm celen
od kaenety, tak i i jeho wcen zpravidla postupujeme tak,ze se nejprve snazme
najt v rejalem smyslu optimaln celen pro uzel t; a rasledre pokraujeme stej-
nym zpsobem pro kady z podual. Pro wcc algoritmus  tak potebujeme speci-
kovat rasledujc aspekty:

1. Mnainu sech dostuprych celen ze ktelych budeme v kazdem uzlu vybrat.

2. Krierium pro hodnocen celen, ktee bude slowit k nalez en nejlegsho
celen v kazcem kroku wcebnho postupu.

3. Tak zvare zastavovac pravidlo, kteym rozhodneme, zdadary uzel je je
koncow nebo ho budeme jest dal cklit na poduzly.

4. Zpsob prazen textur ke koncowm uzim.
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vzorowe obrazy spolu s prazerymi texturami.
Fi de novan mnaziny \sech mazrych celen D je poteba pedewsm rozhod-

Budeme{li v uzlu t, kteemu odpovda mnazina obram O; O , pak jsou zpravid-
la uvazovana celen na ,lewA t. a ,praw\ tr poduzel s odpovdajcmi podmno-
zinami O, a Og

O
Or

fy 20y : Fk(y) >cg;
fy 20 :F(y) cg;

Pozramka 4.2:

Dosud jsme se bavili pouze o birarnch stromech, ve kteych jgu povole-
na celen uzlu pouze na dva poduzly. V rekteych aplikacch vsak mee byt
phodres vywt strom, ktee umanuj cele n uzlu na \es paet podual.

V ppack tech podual  t_, ts atg obsahuje mnainaD ctlen

OL = fy20;:F(y)>cqg;
Os = fy20;:F(y)>coaFe(y) cg;
Or = fy20;:F(y) cg;
prok2fl:::;Kgac;c 2 R takow,ze ¢; > c,. Stromy umanujc celen na

vce poduzl vedou ke klasi katomm, ktee jsou epe inte  rpretovatelre, nicnere
Lcen takowch strom je wrazre rarcreg na cas wpcatu.

Kvalita celen bna hodnocena na zaklace tak zvare cistoty\ uzlu.

De nice 4.1:

Mra znecsen  je funkce na mpczire \sech vektan ( py;:::;py) sphujcch

podmnku p, 0;j 2f1;:::;Jga }]:1 p; = 1, kte ma rasledujc vlastnosti
nabna maxima pouze v bock (1=J;:::;1=J)
nabna minima pouze v bodech (3, 0;:::;0); (0; 1, 0; :::; 0); :::;(0; =25, 0; 1)
je symetricla funkce hodnotp;:::;p;

Mejme webn vzorek (yq;11);:::;(yy:In). Necht hodnota pi(t), zna rela-
tivncetnost obram reprezentujcch texturu | 2 L v uzlut a mnaina textur L
obsahuje prvkyL = fly;:::;1;9. Pak mra zneesen uzlu  t je funkce (t) dama
vztahem

Nefaskji powvare mry znesen jsou entrop  ie

XJ

e(p) = P log(p;)

j=1
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a Giniho krierium X
s(p) = BB
i6]
Jestlze celeni d 2 D odcel p. objekt z uzlu t do uzlut, apgr do uzlutg,
pak de nujeme pokles zneesen zpsobery celenm d v uzlu t jako

;)= (1) p (tt) pr (tr) (4.1)

Pokles znecgen je obvykh funkce powvara pro w ter nejlegsho celen.
Rirozerym zastavovacm pravidlem je nepokracovat v celen uzlu t pokud
proadre dostupre celen d 2 D nepekra znena znesen pedem zvolenou
hranici > 0, tj. nastavit uzel t jako koncow, jestlze maxgqp (d;t) < . Toto
pravidlo nee byt doplreno jese dakmi omezenminav  zhled stromu, nagklad:

Neckelit cale uzel t, ktey obsahuje nere ne K, pozorovan z webnho
vzorku.

Nepovolit listy, ktele obsahuj nere nz K, pozorowan z webnho vzorku.
Zvolit maxirmaln hloubku stromu.

Pro zvolen vhodre velikosti stromu tak, aby klasi kator co ne jepe klasi koval
noe obrazy, \sak bna poueit jiry postup, pi kteem  nejdve vygestujeme strom
o maximaln velikosti a rasledre ho zmersujeme (tzv. prae zawan stromu). Tento
postup je popsan Vv rasledujc @sti eto sekce.

Na awer pedpokhdejme,ze mame hotow klasi keen strom aT je mnaina
jeho koncowch uzl. Nasm clem je zvolit pro tyto koncowe uzly takowe prazen
g(t) 2 L textur,ze skutecra mraspatreho zaazen R (d) bude minimaln.

Necht N je paet pozorowan v icebnm vzorku a N; zna pacet pozorowan
s texturou | 2 L . Necht chle N (t) je celkow paet pozorowan v tcebnm vzorku,
ktera spadaj do uzlu t. Obdobre budeme znecitN, (t) pacet pozorowan s texturou
| 2L patc do uzlu t.

Odhad pravaepodobnostiP (Y 2 OyjL = |),ze now pozorowan bude prvkem
uzlu t, za pedpokladu, ze reprezentuje texturul, je

, N; (t)

= 217
p(til) N,
Vzhledem k tomu,ze | jsou apriorn pravdepodobnosti toho,ze nowe pozorowan
bude reprezentovat texturul 2 L, tak pravcepodobnost P(Y 2 O L = |)
odhadujeme wrazem

= N,
P = 1=
a podmrenou praveepodobnost P(L = |jY 2 O,) wrazem
e ()
jt) = — = 4.2
p(ljt) o (4.2)

P
kdep(t) = 5 p(l;t).
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Skuteenou mruspatreho zaazen R (d) pro strom, kteyy koncowm uzim
t 2T prazuje texturu q(t), meeme pepsat do tvaru

X
R(T)=P(d(Y)6L)= P(L 6 q(t)jY 20)P(Y 2 0y):
t2T
Odhad eto charakteristiky zskary z wcebnho vzorku je

0 _ X X N
RE(T)= p(t) p(ljt): (4.3)

2T 16 q(t)

Odhad (4.3) je minimalizowan volbou
q (t) = arg max p(ljt):

Dosud jsme pedpokhdali,ze ztata zespatre klasi kace t extury |; za texturu
[, je shodra pro wsechny I;;1, 2 L. V rekteych klasi kacnch ulorach tento
pedpoklad nen realisticky. Proto pedstavme ztatovo u matici C = fc(ly; 1)) :
|1; |2 2 Lg .

De nice 4.2:

Matici C nazname ztatovou, jestlze jej prvky c(lq;15);11;12 2 L sphuj
c(lajlz) 0 Ig;122L
c(lijl2) =0 11 =1z

Prvek c(l4jl,) je cenou zaspatre prazen textury |, obrazu reprezentujcho
texturu |,.

Skutecnou cenuspatreho zaazen klasi katorem d de nujeme wrazem

X
C (d) = c(ljl2)P(A(Y) = 1L&L = 1y): (4.4)

I1:122L

Cenu nzeme pro strom, kteyy koncowm uaim t 2 T prazuje texturu q(t),
odhadnout podobrym vzorcem jako [(4.B), tj.

y _ X X _ -~
c'(M= p)  ca®)ihpdjt);

t2T 16 q(t)

jeh@ minimalizace cawa pravidlo

X
a () =argmin  c(IjiYp(I):
1021
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4.5 Proeawan strom

V pedchoz sekci jsme zmnovali rekolik zastavovacch pravidel. Clem tchto
pravidel je volba vhodre velikosti stromu tak, aby dolre genealizoval poznatky
zskare z wcebnho vzorku na nowa pozorowan. Resre jireceno, aby cenaspatreho
zaazen byla co nejmers na nowe klasi kovarych objekt ech (obrazech). Pro
odhad CY(d) cenyspatreho zaazen spatereho na wcebnm vzor ku \sak plat,
ze kace pidare celen do klasi kecnho stromu nee cenu CY(d) pouze srrit.
Take nejles volbou klasi katoru podle tohoto krieria by byl strom, ktey
by v ka&dem swem listu obsahoval pouze jedno pozorowan zwcebnho vzorku
nebo by wsechny obrazy patc do tohoto listu reprezentovaly stejnou texturu.
Ve skutecnosti \sak, podobre jako v regresi, gls rozvetvere stromy maj vys
skutechou cenu spatreho zaazen nez stromy s vhodnau velikost a generalizuj
spatre. Na druhou stranu, pls jednoduche stromy nev ywij veskerou informaci
dostupnou v wcebnm vzorku, cae opet vede ke zbytecre vysole skutecre cere
spatreho zaazen.

Zastavovac pravidlo maxgp (d;t) < mnohdy nedaa uspokojive wsled-
ky. Jednm z dvod je to,ze v klasi kecnm strome se moho  u vyskytovat uzly t
takowe, ze (d; t) je mah. Nicnere pro jejich raslednky t, atr existuj celen,
ktea wrazre snkuj znecsen. Zvolme{li t jako koncow, vynechame i doba
cklen uzal t, atg.

Tato vlastnost ukazuje,ze lepm postupem, nez hledat zasavovac pravidlo, je
vypestovat nejdve maximaln strom T, ktely budeme rasledre praezavat, tj.
zbavovat ,\etW, ktele nemaj dostatecnou rozlsovac schop nost. Mimo to tale
potebujeme najt zpsob, jak spolehlive odhadovat skute cnou cenu spatreho
zaazen (resp. skutechou mruspatreho zaazen) k lasi kecnho stromu.

Nejdve zavedeme znacen, ktee budeme i popisu prorezavan strom pole-
vat. Uzel t° budeme nazvat raslednkem uzlu t, jestize mnaina obram O
odpovdajc uzlu t°je podmnainou Oy, tj. jestiee O, O O . Obmcere
budeme tale rkat, ze uzel t je gpedchdcem uzlu t°% (Uzel t nen sam swm
raslednkem.)

\etev T, stromu T je podstrom, jeha@ kaenem je uzelt a obsahuje sechny
uzly stromu T, ktee jsou raslednky uzlu t. Praeanm \etve T, ze stromuT
bude stromT T, ktey vznikne odstrarenm \sech raslednk uzlu t ze stromu
T. Jestlze strom T° vznikne praeanm \etv ze stromu T,rkame,ze TOje
praezary podstrom stromu T a budeme psatT® T.

Mejme uzel t, pak wraz

X
Co) = pymin  c(lil2)p(lajt)

1,21

zna cenuspatreho zaazen v uzlu t, spactenou na zaklace webnho vzorku.
Cenaspatreho zaazen stromu (nebo \etve) T je sowctem censpatreho zaazen
\sech jeho list T: X
cY(my=  cYq:
t2T
Uvazujme, ze jz mame vypestoran maxinaln nebo rej alky dostatecre velky
strom Tnax, ktely chceme praezat. Vhodnost \sech strom T T, budeme
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hodnotit krieriem ceny a slaitosti CY(T), ktee bude kombinovat jak odhad
cenyspatreho zaazen tak penalizaci za velikost stromu:

CU(T)=C’(M)+ |Ti:

Velikost stromu T se mysl paet jeho koncowch uzal jTj. Mra penalizace je
pak ucena neapornou konstantou .

Pro kadou hodnotu parametru existuje podstromT( ) Tmax, ktely mi-
nimalizuje krierium CY(T). Jestlze bude mak, tak penalizace stromu za velile
mnastv ligt bude tale mah a wsledry strom  T( ) bude velily. Extemnm
ppadem je situace, kde =0 a Tphax je strom, ktely obsahuje v kadem listu
pouze jedno pozorowan z webnho vzorku. Pak totz, kazdemu pozorowan je
spavre prazena texturaa CY(Thax) = C§ (Tmax) = 0, takze Tmax Minimalizuje
krierium ceny a slaitosti. S rostouc hodnotou \sak bude mt optimaln strom
T( ) skle mere koncowch uzl. Pro dostatecre velile w bude T( ) strom
bez jalehokoliv ctlen, ktey bude obsahovat pouze kaen.

De nice 4.3;

Nejmers minimalizujc podstrom stromu Tax pro parametr slaitosti  je
strom T( ), ktey sphuje

CYT( ))=mint 1, CY(T).
Jestlze CY(T)= CY(T( ), pak T( ) T.

Maximaln strom T, praezavame rasledujcm postupem. Nejdve najdeme
nejmers strom T, pro ktey CY(T,) = CY(Tmax). Mejme libovolre koncowe
uzly t. a tg, ktee jsou wsledkem celen pneho pedchdce t. Pro ty plat
CY(t) CY(t)+ CY(tg). Jestlze nastwa rovnost CY(t) = CY(t ) + CY(tRr),
pak nmzeme celen spolu s uzly t, atr odstranit a nechat uzelt jako koncowy.
Tmto zpsobem pokracujeme dokud zdre celen, kde na shwa rovnost, neexis-
tuje. Tm najdeme strom T;.

Pro kazdy uzel stromu T, pak je krierium ceny a slazitosti (pro uzel samotry
bez jeho raslednk) rovno

CcY(ftg) = CY(t) + ; (4.5)
a pro celou \etev T, ktema ve stromu T; rasleduje uzelt, je rovno
CY(T) = CY()+ |T4: (4.6)
Pro hodnotu =0 ve stromu T, plat
Co (T) = CY(T) <C (1) = Cy'(ftg):

S rostouc hodnotou se sak rozdl mezi CY(f T,g) a CY(ftg) snkzuje, & pro
kritickou hodnotu g, (t) nastane rovnost. Pro kaece > g (t) je z pohledu krieria
ceny a slaitosti leps strom, ze kteeho je \etev T; odstrarena nez strom Tj.

Kritickou hodnotu g,(t) pro kazdy uzel t zskame ze vztah (4.5) a (4.6):

Scu cv(my.

au(t) = . Tj 1 ’
L

t2Ty;
t2 Ty
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Jako prvn \etev k praezan pak zvolme T, kde uzelt; nen koncowy a mini-
malizuje
ty = argmin g,(t);

cnz zskame now strom T, =T; Tg,.
Stejry postup praezan aplikujeme i na strom T,. Pro kady uzel t stromu
T, spacteme 8
< CY(t) C¥%(T).
%(t) = . jj 17
1 t2 Ty

t2Ty;

kde \etev T; nyn oznacuje \sechny uzly, rasledujc po uzlu t ve strone T, (tedy
po odstraren ual \etve Tz ). Zvolme ,nejslateg\ uzel

tz = argmin g(t)

a azneme \etev T;, ze stromuT,,cne zskame podstrom Tz =T, Ty
Opakowanm postupu zskame sekvenci nejmersch minimalizujcch do sebe
vnaerych strom
T T, f t10:

Jestlze se ram v rekteem kroku stane, ze existuj dva uzly t; a t4, ktee
minimalizuj funkci g(t), pak azneme ote \etve a zvolme Ty = Tw Tp, T, -

Firozerym krieriem pro wker nejlegsho stromu je cena spatreho zaazen
CY(T). \esina algoritrn, powvarych pro konstrukci klasika cnho stromu se
sak sna (rmo nebo nepmo) minimalizovat mruspatn eho zaazen RY(T).
Proto bna odhad skutecre ceny spatreho zaazen z skary z wcebnho vzorku
zpravidla podhodnocery. Resrep odhad dostaneme bud wpactem provederym
na tzv. validacnm vzorku nebo postupem kzoeho owe rowan (cross-validation).

Ripomenme, ze podle (B.4) skutecra cena spatreho za azen klasi katoru

d(y) je
X X
C (d)= c(l4jl2)P(A(Y) = 1L = 1) = c(l1jl2)P(A(Y) = I4jL = 1) 4,

I1;122L I1;122L

a avis tak na praveepodobnostech

Q (lijlz2) = P(d(Y) = LhjL = I2):

Ty; Ty; 10 ftyg; ktem vznikla praezanm maximalnho stromu Ty . Validacn
vzorek Sy vywijeme k wpatu odhadu ceny spatreho zaazen. Pr avcepodob-
nosti Q (l4jl,) jsou odhadnuty pomoc

N|\1/|2(T) .

Q"(la) = =

kde Ni}’ (T) je paet obram validacnho vzorku Sy, ktee reprezentuj texturu |,
a strom T jim prad texturu |, zatmco N|\2/ je paet pozorowan se skutenou
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texturou |, (ve validacnm vzorku). Wsledry odhad cenyspatreho za razen pak
je X
CY(T) = o(l1j12)QY (l4jl2) 1,

|1;|22L

Odhad CY(T( )) je rasledre pouit pro wker stromu s vhodnou sl@itost . Ze

ko = arg mlin CY(Ty):

S vyuwitm validaanho vzorku nmezeme snadno (wpaetn e nerarare) zskat
nevyctylery odhad skutere ceny spatre klasi kace, nicmere s jeho pouwitm
se snkzuje mnastv dat pro wen klasi kacnho stromu

Postup kzowe validace je wpaetre raracreg , ale vyw\a dostupra da-
ta efektivirepm zpsobem. Rvodn webn vzorek S = f(y;;l1);::55(yniIN)D

parametr

TM( ) byl vypestowan na vzorku SnS,, a proto data S, mohou byt polrita
pro odhad pravcepodobnost Q (l4jl,) stejre jako jsme wse pouwili validacn
vzorek, tj. pro kadcke v;l; al, de nujeme N|(1V|)2( ) jako pacet obram vzorku S,
ktee reprezentuj texturu I, a strom T™( ) jim pgtazuje texturu |,. Nastavme

X (v)
Nlcv( )= Nlllz( ):

1l2
v=1

Pro velle hodnoty V jsou mnaziny S, mak a proto Ize pedpokhdat,ze strom
TV( ) nawery na S budou mt zhruba stejnou pesnost jako strom T( ),
zkonstruovary na ceem webnm vzorku S. Proto odhadujeme pravéepodobnosti
Q (I4jl2) pro strom T( ) relativnmicetnostmi

NCV( )

Q%Y (lhjlo) = —2—
NCY

kde N,‘23V je paet obram wcebnho vzorku S, ktee reprezentuj texturu 5. -
sledry odhad cenyspatreho zaazen je pak dan vztahem

X
CV(T( )= o(11j12)Q%Y (jl2) 1,

111221

Obdobre jako s validacnm vzorkem, strom T( o) s vhodnou slaitost vybereme
ze sekvencdq; T,:::;ftyg pravidlem

o =argmin CV(T( )):
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4.6 Zohledrencasu klasi kace pi \cen stromu

V analze obrazu je klasi kacn algoritmus zpravidla aplikovan na wzre wezy
obrazu, ktee se mohou Isit nejen v poloze, ale tale v mat ku (velikosti plochy,
kterou wrez zobrazuje). Abychom nalezli rejaky objekt v obraze, musme mno-
hokiat opakovat klasi kacn algoritmus. Proto jecasto d lezi nejen pesnost
vytvaereho klasi katoru, ale tale rychlost s jakou klasi ka ci provede. Klasi -
kan stromy dokz wpaetn raracnost zohledn it @i wcen klasi katoru hned
rekolika zpsoby.

Redpokhdejme, ze wc algoritmus powa pro konst rukci klasi kecnho
stromu mnazinu celen D. Kadc cklen d 2 D ma svoji casovou raranost
W(d) > 0, ktem je dana pedewsm tm, jakou charakteristiku obr azu musme

uzel t reprezentuje rejakou podmnainu O; doneny klasi katoru a je v rem
powito celen d; 2 D. Prokad/list t 2 T stromuT de nujeme celkovoucasovou
raracnost W (t) jako sowcetcasowch raracnost celen, ktea jso  u ve \sech uzlech
pedchazejcch listu t. Stedncasovou raracnost stromu T spacteme jako \ezery
purrer X
W(T)= EW(t) = W(P(Y 20y);

t2T
kde \ahy P(Y 2 Oy) jsou pravcepodobnosti toho, ze nowe pozorowan, kteremu
chceme pradit texturu, projde stromem do listu t.

Chceme{li rozctlit uzel t na poduzly t, a tg, bere powvarym krieriem
pro volbu noweho celen d; 2 D je znmena znesen (d;; t) (viz vzorec (4.1)).
Toto krierium sak mzeme obohatit tak, aby kombinovalo jak mru znecsen
stromu T, tak jehocasovou raranost. Ricame{li do stro mu T celen d;, vzroste
casowa raracnost klasi kace u ech pozorowan, ktee projdou uzlemt o W (dk).
Wsledrym krieriem pro vhodre celen pak je

K(d;t)=  (d;t) p(t)W(d);

kde p(t) je odhad pravcepodobnosti,ze nowe pozorowan projde uzlemt, zskary
z wcho vzorku (viz vzorec (4.2)) a parametr > 0 ucuje dlezitost casowe
raracnosti celen v krieriu.

Firozere zastavovac pravidlo, vychazejc z krieria K (d;t), je nepokracovat
v celen, jestlee K (d;t) < 0. V rekteych ppadech potebujeme, abycas klasi-
kace zazadnou cenu nepekrail rejakou pedem zvolenou hodnotu W,. Tato
podmnka vede na zastavovac pravidlo nepokracovat v celen jestlze casowa
raracnost now vznikych ligt pevysuje zvolenou mez, tj. skortit s celenm,
jestlze W(t. ) = W(tg) > Woy.

Poslednm mstem, kde neeme zohlednit wpacetn raro  cnost klasi kace i
Lcen, je praezavan stromu. Zapre musme gidat s tedn casovou raracnost
stromu W(T) do krieria, ktee powvame pro vytvaen sekvence p odstrom
maximalnho stromu Tpax. V krieriu CY(T) = CY(T)+ |jTj tedy budeme pe-
nalizovat slaitost stromu pomoc stedncasowe raro cnosti msto pcctu lisgi  jTj,
tj.

c'(Ty=cY%M)+ W (T);
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uzelt stromu T, spateme

Scuy cumy

ok(t) = . W (T)
1 t2 Ty

t2Ty;

kde W (T,) je stedncaso\wa raracnost stromu T, jeha@ kaenem je uzelt. Nasledre
zvolme uzel

tc = argmin g«(t)

a azneme \etev T;, ze stromuTy,cnz dostaneme Tyy1 = Tx Ty, .

dostatecre nzkou stedncasovou raracnost, azt ech vybereme strom, ktely mini-
malizuje CV (Ty), ppadre CCV(Ty), pokud pow\ame kzovou validaci. Druhou
manost je vybrat nejleps klasi kecn strom na zaklad e krieria

KV(T) = CY(T)+ W (T);

ktee kombinuje odhad ceny spatreho zaazen stromem sjeho stedncasovou
raracnost. Parametr > 0 udawa vliv stedncasowe raracnosti na krierium.
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5. Identi kace vad tkarych textli

llustrativnm pkladem pro metody popsare v eto peaci bu de detekce vad ve
tkarych textlich. V sowasre dole jsou vady pevee re detekowany vizwaln kon-
trolou provacenouclowekem. V rekteych gpadech je  tento zpsob nedostacujc
nejenom z dvodcaso\e raranosti, ale tale proto,z e pro rektee typy (mal/ch)
vad jeuspssnost takto provacere kontroly gls nz  la.

Obraz[5.1 ukazuje pravidelnou strukturu textlie bez vady, ktea je tvaena
vakny ve dvou snerech, ktee jsou zhruba kolre k sole.

Obmrzek 5.1: latka bez vady

Vady tkanych textli rozcelujeme do tech kategori po dle sneru vbikna, ktee
vadu zpsobilo, na vady:

ve sneru osnovy
ve smeruutku
snmerowe nezavisk

Obmrzek ukazuje vybrare typy vad.

Ri automaticle identi kaci vad je zpravidla htka peviena z jedre cvky na
druhou, ptenz obraz htky je zaznameravan kamerou a rasledre vyhodnocowan.
Vady htky pak nezeme rozcelit do dvou skupin. Prvn skupinu  tva vady, kuli
kteym je poteba zastavit pevjen a ihned je opravit, za tmco druhou skupinu
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Obmrzek 5.2: Vady hatky. Prvnrada: (zleva) dra, paprsko \a gevratka, nedoraz.
Druharada: zatkary pednet, odenina (4x \es zo  brazera plocha), ahyb.

tva ty vady, ktee stac vyznait v obraze a pevie n htky nmee bez perwsen
pokracovat.

Vzhled nasnmareho obrazu ovlivnuje mnoho faktown jako je t yp htky, rychlost
revjen, nasvcen htky a podobre. Proto nen man e vytvait jeden univeraln
algoritmus, ktel by hledal vady ve \sech marych ppade ch, ale je poteba najt
postup, ktey je mare modi kovat pro dary stroj, ktey  bude vady rozpozravat.

Kdybychom pro identi kaci vad powvali klasi lator, ktely j e wcen s dohle-
dem (viz kapitolu 4), tak bychom ged vytvaenm modelu museli nasnmat ne-
jen dostatecre mnastv btky bez vady, ale tale dostat eere mnazstv obram
\sech mazrych vzhled vad a na aklace echto dat vytvo rit klasi kacn pravid-
lo. Vzhledem k tomu, ze se rektee vady vyskytuj pouze z dka, tak by vytvaen
dostatecre velle datakaze vad mohlo trvat pls dlouho. V prvnm kroku, je
tedy poteba zskat obraz htky bez vady, ten detailre popsat a rasledre hledat
v nhasnmarych rolch atkyasti, ktee se wrazre Is od obrazu zdraw htky.

V rasledujcch sekcch pomseme obraz htky bez vady. Bu deme tedy pra-
covat s konketnm obrazemy = fys 2 Ggs htky bez vad, ktey si neete
prohednout na obmzku 5.1. Tento obraz je mnainou intenzit na pravaihé
nzce o roznerech 1024 1024, neboli,S = f(i;j) : 0 1] 1023). In-
tenzity G jsou pirozeracsla z intervalu < 0;255>. V obrazey jsou zetelra
vhkna, ktea vedou ve dvou snerech, a jsou na sebe zhrubaokra. Pravidelre
se v rem opakuj tmawe oblasti, ktele znac msta kudy ne prochazzadre vhkno.
Vzhledem k pravidelremu charakteru obrazu pomseme htku bez vady ve dvou
krocch.

1) Budeme identi kovat ,stedy\ tmawch oblast.
2) Popeme obvykly vzhled obrazu v okol identi kovaryc h bod.
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Body B = fb: b2 Sg zskare v prvnm kroku budeme naz/vat zakladn body.
Z polohy echto bod nzeme rasledre zskat orientaci vl aken a owit, zda jsou
vhkna na sebe kolma. Chylejc akladn bod nebo wraz ra odlsnost obrazu
v okol zkladnho bodu mohou upozornit na ptomnost vady h&tky.

Pozramka 5.1:

Obrazy v eto kapitole byly zpracowawany pomoc statistick eho software R.
Zdrojowe lody k anayzam, ktee byly provedeny, jsou ulozeny v ploze 1.
Zpracowavara data jsou ulzena na pilzerem CD v adresai ,Textilie _data\.

5.1 Identi kace akladnch bod

Za zmkladn body meeme povazovat bud ' lokaln minima v obrazu, nebo stedy

oblast bod, ktee maj intenzitu nis ne pedem s tanovenou hranici. Uvezujme
sysem soused @na mnaire bod S. Lokaln minima jsou takowe body b2 S,
pro ktee plat X, ming; gy Xs. Mejme danou mezn intenzitu g, pak oblastmi,
ktee maj nis intenzitu n g myslme sysem mnain D takow,ze pro kadou

mnainu D 2 D plat:

1)D S
2) Xs g pro kads bod s2D

Stedem echto oblast je celaselre zaokrouhlery aritm eticky punrer souad-
nic bod, ktee do oblasti pat. Na obazku 5.3 jsou zwra zreny zakladn body,
ktee jsme zskali jak pomoc lokalnch minim (vlevo), tak pomo c sted tmawych
oblast (vpravo). Pro hledan lokalnch minim jsme zvolili syst em sousednch bod

@(i;j) =f(kl)2S:max(k ij;jljj) < 9g:

Kdybychom zvolili velikost sysemu sousednch bod c = 1 tak by secasto vysky-
tovalo rekolik lokalnch minim blzko sebe. Naopak pi volle ¢ > 16 by se mohlo
sht,ze rektee z wrazrych lokalnch minim by bylo zaned kano, prot@ee obraz na
periodickou strukturu, ve ktee se pravidelre opakuje vzor zhuba po 32 bodech.
Pro hlechn sted tmawch oblast jsme volili sysem sou sednch bod

@) =f(kh2s:(k D+ j)’<1g; (5.1)

a mezn intenzitu g = 30, tak aby plochy tmawsch bod nebyly pls mak, ale
aby se naopak nedoykaly.

Obraz htky bez vad je natolik nepravidelry, ze hledan lokaln ch minim
nevede ke spolehliwe identi kaci akladnch bod. Lokalnch m inim se totz v kazde
tmawe @asti vyskytuje rekolik a rektea minima se vyskytu | ve swetycha@astech
obrazu. Druty postup, pi kteem jsme identi kovali plochy, ktee jsou tmaws
ne pedem zvolera intenzita a rasledre za zakladn body zvolili stedy echto
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Obmazek 5.3: Zakladn body zskare pomoc lolkalnch minim ( vlevo) a jako stedy
tmawch oblast (vpravo). Zakladn body jsou vyznaceny bymi kzky.

tmawch oblast, byl wrazre spolehliveg. Nicnere re  ktee tmawe oblasti tento
postup tale vynechal a v jinych umstil vce zakladnch bod wu.

Proto jsme se pokusili obraz aproximovat tak, aby byly zachowanpravidelre
se opakujc vzory a odstrareny nepravidelnosti. Pro tentocel jsme pouili:

Konvoluci s rovnonerrym pdrem o wzrych parnrerech
SVD rozklad

Disketn kosinovou transformaci (DCT)

Disketn Fourierovu transformaci (DFT)

Nejles wsledky dala DFT. Konvoluce ani SVD rozklad nedokazaly v do-
statecre nre odstranit nepravidelry sigral, zatmco DCT  zpsobovala nerovno-
mernost v purerre urovni sedi v obraze (wsledry ob raz byl wrazre tmaws
v blzkosti jednoho z rol nez u ostatnch)

Aproximaci jsme zskali rasledujcm postupem.

1. Obrazy jsme nejdve transformovali pomoc DFT (viz (1.4)) na y°

2. Z transformovareho obrazu jsme nechali pouze vysole hodty (viz po-
zramku 5.2) a ostatn jsme nastavili na 0, tj.

( o
yo = Yoy Pro(ih2S, kdejyfyj> 50000 o
k= o jinak.
Volba hranice je popsana v pozramce 5.2.
3. Zskame aproximaci § obrazuy jako inverzn Fourierovu transformaci zy %

tj.
p=jIDFT y%j:
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Obmzek 5.4 ukazuje zakladn body, ktee jsme zskali jako stedy oblast
tmawch ne g = 60 v aproximovarem obraze®. Sysem soused jsme vywili
stejry jako pro pvodn obraz (viz vztah (5.1)).

V obraze o velikosti 1024 1024 jsme zskali 1574 akladnch bod, ktee jsou
uspaadany v pravidelre nzce. Jeden sner nzk vy je tvaen body, ktee jsou od
sebe vzdaleny v puneru 23:17 bod (snerodatra odchylka je 0:6) a ucuj jeden
snmer vhken htky. Rozdl sousednch bod v tomto sneru j e v puneru v; =
(12;9; 19 23). Druty smer mzky je tvaen body, ktee jsou od s ebe vzdleny
v puneru 28 ;17 bod (snmerodatra odchylka je 0;52). Rozdl sousednch bod
v tomto sneru je v puneru v, = ( 26;35;994). Vhkna spolu svraj stejry
uhel jako vektory v, av,, to je giblzre 103 °.

Obrzek 5.4: Zakladn body zskare po aproximaci obrazu disketn Fourierovou
transformac.

Pozramka 5.2:

V eto sekci jsme pro vyhlazen obrazu vywili Fourierovu transformaci, tak,
ze jsme nejdve pevedli pvodn obraz vy do frekvercn donmeny na obraz y°
Pro inverzn transformaci jsme \sak vywili pouze malou@ st matice y°, ktea
obsahovala rekolik nejvyssch hodnot (ostatncleny matic ey®byly vynuloany).
Obrzek 5.5 ukazuje avislost pesnosti aproximace obrazu a pactu zachova-
rychclen z matice y°.

Fresnost aproximace byla meena pomoc punerre abso lutn odchylky inten-
zit aproximovareho obrazu od obrazu pvodnho. Budeme{li znacit y pvodn
obraz ab jeho aproximaci, potom jejich vzcalenost je cana vztahem

P .
wslYs B

MAD = =
15

Pro ulkazku jsme pouwili obraz o velikosti 1024 1024 (z obazku 5.1). Jak
pvodn obraz tak jeho vzor ve frekvercn donere obsa huje zhruba 16 prvk.
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Obmazek 5.5: Resnost aproximace obrazu htky bez vad v aislosti na patu
zachovarychclen ve frekvercn donere.

Obrzek 5.5 ukazuje, ze pro dosaen stedn absolutn odchylky nis ne 40
stac ponechat pouhych 20clen obrazu y°ve frekvercn donere. Poe \sak
kivka neklesa tak strme. Napgklad pro dosazen MAD ni = ne 20 bychom
potebovali uchovat zhruba 30000 prvk a pro dos&zen MAD nis ne 10
dokonce zhruba 120000 prvik maticey® Volba hranice 50 000 ve vztahu (5.2)
odpovada tomu, ze @i aproximaci ponechame v matici repre zentujc obraz ve
frekvercn donere pouze 500 nejwznamregch prvku.

5.2 Okol akladnch bod

Sekce 5.1 ukazuje, ze pi identi kaci vad je vhodre sledovat gk vypadaj obrazy
v okol zakladnch bod. V eto sekci poppseme jaky ob raz na echto wezech
obrazu htky acelavat. Pro porovran obram v blzkos ti zakladnch bod jsme
vzali dostatecre velle okol abychom pokryli celou plochu olrazu. Ca bylo okol
o velikosti 32 32 bod.

Na obmzku 5.6 najdete ,punmernA obraz (vlevo) ze vzorku 1574 obraam.
Obdobre jsme vypactali obraz (vpravo), kde jsme pro kad/ bod z matice 32
32 spcetli snmerodatnou odchylku z intenzit bod na stejre pozici ve vzorku
obram. Uprosted punerreho obrazu je tmawa plocha. V blzkosti jsou 3 s\wete
plochy, jedna pod, jedna vpravo od tmaw plochy a jedna v levenhornm rohu.
Snrerodatre odchylky nalyvaj hodnot od 24 ; 38 do 5786, pcenz nisch hodnot
nabyvaj v mstech swetych a tmawch ploch, zatmco vy sch hodnot nabyva]
v pechodech mezi emito plochami. Vzhledem k tomu, ze sneralatre odchylky
jsou vcelku vysole a tedy mezi jednotliwmi obrazy jsou velle rozdly, nebylo
mare pomoc adre metody mnohoroznerre analyzy dat najt dak informace
o struktue vzorku obram. (Napklad se ram nepodailo n  ajt ve vzorku rekolik
typ obram pomoc shlukowe anayzy.)

Dlezitou oazkou pi klasi kaci obrazu je zpsob jaym m  ait vzdalenost mezi
jednotliwmi porovravarymi wezy obrazu. Zakladn m etodou je Froleniova
vzdhlenost, asak obrazek 5.6 ukazuje,ze zysera oddylka obrazu od punerreho
okol akladnch bod nastwa na hranicch swetych a  tmawch ploch. Dvodem
by mohlo byt to, ze jsou akladn body identi kovany nepe sre a porovravare
obrazy jsou i soke mrre posunut. V takowem pp ade by pro neen vzdh-
lenosti byla phodreg tecra vzdhlenost lokalre inva  riantn i posunut jak
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Obrzek 5.6: Punerry obraz a snerodatra odchylka v oko | akladnch bod.

ve vertikalnm, tak v horizonalnm sneru. Frokeniova i t&& rma vzdlenost jsou
popsany v sekci 1.3.
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Obrzek 5.7: Histogramy Frokeniovy vzdalenosti (vlevo) a tecre vzdhlenosti
(vpravo) sousednch wrem obrazu.

Pro porovran Frokeniovy a tecre vzdhlenosti jsme vzali sousedn dvojice
akladnch bod (tj. dvojice, jejicle vzdalenost je mers  ne 43 bod) a spcetli
jsme histogram jak Frokeniowch, tak tecrych vzdalenost tchto dvojic. Oba
histogramy jsou na obrzku 5.7. V pgpade, ze by zwsen a variabilita intenzit
na hranicch swetych a tmawch ploch byla zpsobena nep esnou identi kac
akladnch bod, tak by tecra vzaalenost vychazela wr  azre nis nez Frokeniova.
Histogramy \sak potvrzuj, ze rozdl mezi okema vzdaleno stmi wrazry nen.
Tuto hypoezu potvrzuje i pohled na rektea rezidua (okol zkladnho bodu
po odecten pureru okol sech zakladnch bod), k  tee jsou na obazku 5.8.
Odchylka zpsobera posunutm obrazu je totz zetelra p ouze v le\em hornm
kvadrantu prvnho obmazku (vlevo nahae), z osmi mmhodne vybrarych okol
akladnch bod.

Pozramka 5.3;

Z obazku 5.8 tale vidme,ze vyclylen intenzit bod je kor elovare s vyclyle-
nm sousednch bod v obraze. To rzeme owit tale tm  ,ze spacteme energii
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Obmrzek 5.8: Okol akladnch bod po odecten pune  rreho obrazu v okol.

obrazu ve tvaru

js 1
pro ke okol akladnch bod, kde s t zna sousedn body, kteych je
v obraze o velikost 32 32 bod js tj=2 31 32.V rasledujc tabul-
ce je zobrazen puer E a snerodatra odchylka b(E) energieE spactere na
1555 okol akladnch bod, ktee jsme zskali z nasseho v zoroweho obiazku. Pro
srovran jsou Vv tabulce jese uvedeny hodnoty, ktee js me zskali ze vzorku 1500
rahodre vygenerovarych obazk rovrez o velikosti 32 32 bod, u kteych
plat,ze intenzity sousednch bod jsou na sole nezavisk .

k Okol zakladnch bod Nahodre obazky
E 23.66 58.78
b(E) | 1.65 1.56

Tabulka 5.1: Srovran energie okol akladnch bod a rah odre vygenerovarych
obazk.

Pro ilustraci jese pichvam obrzek 5.9 rahodre vygen erovarych obram
o velikosti 32 32, ve ktewch je intenzita kazceho bodu nezavish na intenzi-
fach sousednch bod, nicnmere snerodatra odchylka ka zdeho z bod odpovada
obazku 5.6.

5.3 Detekce vad

Obsahem eto sekce bude ulazka vywit znalost, ktee j sme zskali o pravidelre
struktue htky bez vad, pro detekci vad v htce pskozene. Budeme pracovat
s obrazem htky, ve ktee je zatkary pednet. Ten si m zete prohednout na
obiazku 5.10. Jde osed/ obrazy = fys 2 Gg,s hanzce bod S=f(i;j):1
i;j  200Q o rozmerech 2000 2000 s mnainou intenzitG= f0;:::;2559.
Obraz htky, kterou zkourmame v eto sekci, ma odlsnou str ukturu od htky
bez vady z minujch sekc. Mee to byt zpsobeno odlsn ym typem htky, jiym
nasvcenm nebo jinak pootacenou kamerou @i snman ob razu. Proto je poteba
obdobrym zpsobem jako v pedchozch sekcch popsat strukturu htky, ve ktee
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Obmazek 5.9: Nahodre vygenerovare obiazky s navajemnezavisymi intenzitami
bod.

budeme detekovat vady. Powzijeme k tomu obray®= fys 2 Ggs, 5o, ktey jecast
obrazuy na mnaire bod S°= f(i;j):1 ij 768 S. Tato@st obrazu
se totz zch byt neovlivrena tm, ze uprosted obrazu je vada.

Vybranouast obrazu opet aproximujeme Fourierovou trandormac a najdeme
akladn body jako stedy tmawch cast, stejre jako ] sme to ucklali v sekci 5.1.
Zakladn body tva opet pravidelnou nzovou strukt  uru, ktea udaa smnery
vhken. Jeden sner nzky je tvaen body, ktee jsou 0 d sebe vzdaleny v panreru
29,81 bod (snerodatra odchylka je 0:57) a ucuj jeden sner vhken htky.
Rozdl sousednch bod v tomto sneru je v pumeru  v; = (20;63; 21;52).
Druty sner mzky je tvaen body, ktee jsou od sebe v zdleny v puneru 38 ;18
bod (snmerodatra odchylka je O ;82). Rozdl sousednch bod v tomto sneru je
vV puneru v, = (11;13; 3652). Vhkna spolu svraj stejry uhel jako vekto-
ry v, av,, to je pgiblzre 119 °. Obiazek 5.11 ukazuje punerry obraz v okol
akladnch bod a histogram rozcelen Frokeniovy vzdalen osti okol akladnho
bodu od punerreho okol. Empiricky odhad 99% kvantilu toho to rozcelen je
66.

Fi detekci vady budeme proctazet akladn body obrazu latky a porovravat
jejich okol s purrerrym obrazem, ktey jsme zskali zc asti htky bez vad y°
Ai hlecan akladnch bod sak nebudeme powvat ap roximaci obrazu pomoc
Fourierovy transformace, protae ta by mohla byt zkreslena momnost vady.

Msto toho najdeme nejdve prvn akladn bod jako jede n z bod mnaziny
f(i;)) 16 i 64g (mnazinu jsme zvolili dostatecre velkou tak, aby ob-
sahovala aspm jeden akladn bod), jeh@ okol se nejvce podoka (ve smyslu
Frokeniovy normy) purerremu okol spacteremu na b tce bez vady® Oznacme
ho s.

Zakladn body budeme prochazet poradach ve sneru vektoru v,, ca je sner
jednoho z vhken. K tomu potebujeme pro kazdouradu naj t zkladn bod, ktely
je v n prvn (ma nejnis prvn souadnici). Pro prvn  radu to provedeme tak,ze
pokud od bodus nezeme odecst vektor v, anz bychom se dostali mimo obraz
(mnazinu S), tak powijeme bod s§ = (i%j9 = & v;. Jako bods; zanajc
radu zvolme bod z mnaziny f(i;j):i® 3 i i%3;j° 3 j j%3g, jehx
okol ma nejns Frokeniovu vzdalenost od punrern  eho obrazu zskareho z htky
bez vad.
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Obmrzek 5.10: Obraz htky se zatkarym gednetem.

Prvn bod drufeho madku s, najdeme tak, ze k bodus; nejdve pcteme
vektor v,,cne se dostaneme o jednuradu ws, a pak postupre odecame vektor
v1, dokud se nedostaneme na zaatekiadku. Tm zskame bod s, jeha polohu
opet korigujeme minimalizac Frokeniovy mry na bodech blzk ych ksS. To ceme
proto, ze rozdly mezi sousednmi zakladnmi body v htce be z vad nejsou \zdy
rovny vektonm v, av,. \esinou se sak rozdl nels od echto vekton vce ne
o dva body v kazdem sneru.

Obdobre najdeme ostatn akladn body tak,ze od prvnh o zakladnho bo-
du vrace postupujeme ve sneru vektoru v, a v kedem kroku hlecame bod,
jeha@ okol se nejvce podoka punerremu okol ak ladnho bodu z htky bez
vad. Pokud wsledra Frokeniova vzdalenost pekrac me zn hodnotu 66 (tj. 99%
kvantil z empiricleho rozcelen Frokeniovy vzdalenosti od pumnerreho obrazu),
ozname bod jako msto, kde se vyskytuje vada. Obraz 5.12 kky se zatkarym
pedmetem obsahuje vyznacera msta, ktea jsme identi kovali popsarym postu-
pem jako akladn body, kde se vyskytuje vada.
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Obrzek 5.11: Punerry obraz v okol zakladnch bod ( vlevo) a histogram
rozcelen Frokeniovy vzdalenosti okol akladnch bod u od punerreho obrazu
(vpravo).

Obmrzek 5.12: Obraz htky se zatkarym pednetem, ve kterem je vyznacena de-
tekovara vada.
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6. Software pro pedzpracowan
obrazu

Souast eto pace je software, ktey slowz k ove ren myslenek a postup z kapi-
toly 2. Tento software umanuje otevt a ulait obazky v e formatu ,jpg\ nebo
.png\. Aplikace rozpozrawa 3 druhy obiazk -cernoby, sedy a barevry. S emito
obrazy je rasledre mazre:

provacet akladnupravy (zmena barevreho spektra, zmena velikosti a ori-
entace obrazu, konvoluce, apod.);

doplnitwzre druhysumu;

potlecitsum.

Aplikace tale umanuje vygenerovat obraz z Isingova modelu ebo ze zobecren
Isingova modelu prosis oblast soused.

Nasledujc sekce obsahuj ravod pro pouwit tohoto so ftware. Prvn paragraf
obsahuje popis prerekvizit potebrych pro spuwsen programu, zatmco kad/
z rasledujcch paragrai se \enuje jedre z hlavnch polo zek ovhdacho menu
programu a popisuje jednotlive ukony, ktee je mare pomoc eto @asti menu
prowackt. Hlavn polaky menu aplikace jsou:

Image - manipulace s obrazy (otewen; zawven; ulzen apod.)
Color - konverze mezi barevrymi typy obram

Transformation - zakladn transformace obram (otaen ; znena netka
apod.)

Noise - wzre podoby zamken obrazu

Generate - rastroje pro generowan obrazu z Isingova a poabrych modei
Restore - rastroje pro restaurovan obram

Run - umanuje zastavit jz bezc wpaet

Help - informace o aplikaci

6.1 Instalace a spwsén

Aplikace je vytvaena pomoc programovacho jazyka JAVA, proto pro jej spis-
en je poteba mt nainstalovare prosted pro spows &n Java aplikac (tzv. Java
runtime environment, zkacere JRE). Peadowana je verzel.5 a pozdeg. Pokud
toto prosted nemate jese nainstalovare, neete h o shhnout z internetowch
stanek
Jhttp:/lwww.oracle.com/technetwork/java/javase/downl oads/index.html \.
Aplikaci nen poteba instalovat. Meete j spustit gmo z pileereho CD po-
moc skripg  ,run.bat\ (v operacnm sysemu Windows) a ,run.sh\ (v operaanm
sysemu Linux) z adresye ,SWA. Rrpadre neete cel adresx ~SWA zkoprovat
na libovolre msto s\eho pevreho disku.
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Pozramka 6.1;

Aplikace byla testovana v prosted Windows XP a Ubuntu Linux 1 0.04 LTS.

6.2 Z&klady manipulace s aplikac

Aplikace umanuje pracovat se soubory typu "jpg"a "png". Otewven echto sou-
bau |ze vyvolat z menu pomoc volby ,Image! Open\. Nasledre se otewe okno
pro otewen souboru, ktee je bere ve vasem operacnm sysemu. \esina voleb
ze sekce meny,Image\ je rovrez pstupna pomoc khvesowch zkrate k nebo
Z pop-up menu, ktee se otewe po kliknut prawym tlactke m mysi na obraz.
Otewven souboru nmeeme tale vyvolat stisknutm kombina ce khves ,CTRL
+ O\. Obdobre mzeme vyvolat standardn okno pro uleen souboru z menu
pomoc ,Image! Save as\, z pop-up menu pomoc volby,Save as\ a nebo
khvesovou zkratkou "CTRL + S".

Obrazy se kteymi v aplikaci pracujeme jsou zobrazowany naakxlkach. Ote-
veme{li now obraz vytva se pro rej nowa aleka. D ebhme{li rejakou operaci
s obrazem (otacen, picansumu do obrazu, vyhlazen o brazu apod.), neobnmeuje
se obraz na aktivh alace, ale je vytvaena nowa alak a se zimererym obrazem.
Nazev aktivnh alaky pak meeme znenit z menu pomoc v olby ,Image! Re-
name\, z pop-up menu volbou,Rename Tab\ nebo khvesovou zkratkou, CTRL
+ R\. Aktivh alaeku je mare zavt z menu pomoc volby .Image! Close Ac-
tive Tab\, z pop-up menu volbou ,,Close Tab\ nebo khvesovou zkratkou, CTRL
+ WA

Z menu pomoc volby ,Image! Image Properties\ nzeme vyvolat okno
s vlastnostmi obrazu. (Stejre okno vyvoame z pop-up menu \bou ,Properties\
a khvesovou zkratkou ,CTRL + P\.) Informace zobrazovare v okre vlastnost
se Is v avislosti na typu obrazu na aktivn alace. Aplika ce rozpozrawa 3 typy
obram:

Cerno{by obraz x = fxs2f 1;190:>s.
Sedy/ obrazx = fxs2f0;1;:::;25500s.
Barevry obraz x = fXxs = (Xs1;Xs:2; Xs:3) 2 0;1; 10 2550°gsss.

Aplikace pracuje pouze s RGB reprezentac barevreho obrazyrtenz barevre
komponenty jsou v paadcervera, zelera, moda. S je wdy pravaihh nzka
bod S=1(;j):1 i M;1 |J NgoroznmerechN M. Okno vlastnost
obrazu je pak rozceleno do techast. CGast ,Basic properties\ obsahuje roznery
obrazu M aN) a jeho typ. Gast ,Image energy\ obsahuje charakteristiku hru-
bosti obrazu ,Total roughness\, ktea je sl@ena z hrubosti v obrazu v hor
zonalnm a vertikalnm smeru  ,Horiz./Vert.roughness\ a z hrubosti v diagoral-
nm smeru ,Diagonal roughness\, a purrernou s\etlost bod v obraze ,Bright-
ness\. Swetlost obrazu je procernoby dana vztahem
|
1 X

MN s

1
B=> 1+
2
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prosedy obraz vztahem X
1
B=_—— Xs,

a pro barevry obraz vztahem

1 X Xs;l + Xs;2 + Xs;3_

MN 3
s2S

B =

Uvazujme sysemy soused (2.5), ktee budeme zneait @ pro uzre volby
konstanty c. Celkowa hrubostcernobeho obrazu je zskana vztahem
X

1 1
R=-(1 — XsXt):

st

kdes t zna sousedn body v sysemu soused @. Pomoc j@ budeme znacit
kardinalitu @ Hrubost ve vertikalnm a horizonalnm sneru je pactna  obdobre
s tm rozdlem, ze pracujeme se sysemem soused @. Diagoraln hrubost je
patana na dvojicch bod s t, ktee jsou sousedy v@, ale nejsou sousedy
vV @.

Prosed/ a barevry obraz je hrubost pactina v avislost i na volke ,Energy
type\, kde meeme zvolit 3 hodnoty:

,Euclidean\
+Absolute deviation\

.Neighbourhood\ - pro kterou je jese mazre zvolit hodnotu ,Max. di e-
rence\, ktearla, jak velky mee byt rozdl v intenzit ach sousednch bod,
abychom je povazovali za,shodre\

Celkow hrubostsectho obrazu pi volle |, Euclidean\ je patna vztahem

1 X
R= — (Xs X)Z

Hrubost ve vertilaln a horizonalnm sneru (resp. diagora In hrubost) je k cel-
kowe hrubosti ve stejrem vztahu jako ucernobeho obrazu.
Pro barevry obraz jsou vzorce obnereny rasledovre:

2
R = 1 X Xs;l + Xs;2 + Xs;3 Xt;l Xt;2 Xt;3 .
1@ ., 3

Pro volbu ,, Absolute deviation\ pracujeme ve vzorcch pro wpaet hrubosti s ab-
solutn hodnotou msto druke mocniny. Tedy prosedy obraz je celkowa hrubost

R= — Xs X4

zatmco pro barevry obraz

1 X Xs;l + Xs;2 + Xs;3 Xt;l Xt;2 Xt;3 .

@ 3

st

R =
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Aivole ,Neighbourhood\ nahradme absolutn hodnotu (resp. druhou nocninu)
funkc Iy, ktea je de noana rasledovre:

0; kdw jxi1 X  k;

I (X1;X2) = 6.1
(X1 xz) 1 kdy jx; X >k: 6.1
Tedy prosedy obraz
R= 1 X Ik (Xs; Xt)
sy k\As; At
i@ _
a pro barevry obraz
R = ix Ik(xs;l+ Xs;2+ Xs;3; Xt;l+ Xt;2+ Xt;3);
a 3 3

kde k je hodnota vyplrera v poli "Max. di erence”. Posledn c ast okna vlast-
nosti ,Pixel distribution\ popisuje rozcelen intenzit bod v obraze. V ppace
cernobkEho obrazu jsou pouze vypsany paty biych ,White pixel count\ a pcacty
cerrych ,Black pixel count\ bod. V ppacd seccho obrazu je zobra zen his-
togram hodnot fXxsgsps. Pro barevry obraz jsou zobrazeny ctyi histogramy.
Prvn je prourovresedi v obraze f(Xs1 + Xs2 + Xs:3)=30s2s, zatmco dak ti
jsou pro jednotlive barevre komponenty Cervenou, zelenoua modrou) obrazu
fXsi0s2s; proi 2 f1;2;3g.

Obrazy nzeme nejenom ukhdat do soubau typu ,jpo\ nebo ,png\, ale tale
exportovat do textoeho souboru. Po wteru ,Image! Export To Text\ z menu
nebo ,Export To Text\ z pop-up menu se oteve okno uleen soubom, ve kteem
zvolte razev souboru pro ul@en. Export obrazu do textoveho souboru je mare
tale vyvolat pomoc khvesow zkratky ,CTRL + T\. Ve wsledrem souboru
je pak kazds adek obrazu reprezentowan jednmiadk em textu, kde jednotlive
intenzity jsou odceleny mezerou. Pro kazd/ bods 2 S vcernobem obraze je
v souboru uleena hodnotaxs - tj. 0 ¢erra) nebo 1 (bh barva). Pro kazdy bod
vsecem obraze je v souboru ul@ena pirozerecslo xs s hodnotou odO €erra)
do 255 (bh barva). Ka&d/ bod barevreho obrazu je v souboru reprezentovan
hodnotou 256xs.; + 256Xs.2 + Xs:3 V hexadecimaln podoke - nagklad 0O gerra)
neboffffff (bl barva).

Volba ,Image! Distance\ z menu umanuje it vzcalenost mezi dema
obrazy. V prvnm kroku je poteba vyplnit hodnoty ,Image 1\ a ,Image 2\,
ktee uchvaj paad alaek obranm, jejiclz vz  lenost chceme nwit. (Obrazy na
echto alakach mus byt stejreho typu.) Nasledrej e oteweno okno s vypatenou
vzdhlenost. Procernoby obraz okno obsahuje ti infor mace:

.Misclassi ed pixels\ - paet bod v obrazech ktee majrozd Inou intenzitu

.White converted to black\ - pacet bod, ktee v obraze ,Image 1\ maj
blou barvu, zatmco v obraze ,Image 2\ maj barvucernou.

.Black converted to white\ - pccet bod, ktee v obraze ,Image 1\ maj
cernou barvu, zatmco v obraze ,Image 2\ maj barvu blou.

Vzdalenostsed/ch a barevrych obram je pacana v z avislosti na volke ,Dis-
tance type\, kde neeme zvolit 3 hodnoty:
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,Euclidean\
Absolute deviation\

.Neighbourhood\ - pro kterou je jese mare zvolit hodnotu ,Max. die-
rence\, ktearla, jak velly nee byt rozdl v intenzit ach bod, abychom
je povazovali za ,shodre\

Vzdalenostsed/ch obram x ay pivolee | Euclidean\ je pactina podle vztahu
D= —"—" (Xs Vo2

Pro barevry obraz je vzorec obneren rasledovre:

D= 1 X Xs1t Xs2t Xs3 Ysi1 Ys2 Ys3 2.
MN 3 '

s2S

Pro volbu , Absolute deviation\ pracujeme ve vzorci pro wpaet vzdalenosti s ab-

solutn hodnotou msto druke mocniny. Tedy prosed obraz je
1 X .
D = W JXs Ysl,
s2S

zatmco pro barevry

1 X Xs1t Xs2Ft Xs3 Ysi1 Ys2 Ysi3 |

MN s 3

D =

Aivolke ,Neighbourhood\ nahradme absolutn hodnotu (resp. druhou nocninu)
funkc Iy de novanou v (6.1). Tedy prosed/ obraz

1 X
MN

D= Ik(Xs: Ys);

s2S
a pro barevry obraz
1 X
MN

Xs1t Xs2F Xs3, Y1+ Ysi2t Ysi3

D=
3 ’ 3

e ( )i

s2S

kde k je hodnota vyplrera v poli "Max. di erence".
Aplikaci je mazre ukorcit pomoc volby ,Image! Exit\ z menu nebo kave-
sovou zkratkou,,CTRL + Q\.

6.3 Barevre zneny obrazu

Gast menu spadajc pod hlavn polaku ,Colon umanuje provacet operace, [i
kterych menme bud ' typ obrazu a nebo barvy jednotliwch bod v obraze. Kazdy
ukon prowackry z eto@sti menu vywije obraz  x o velikostiM N z aktivn
alaky a vytva novou alaeku na re umst modi ko vary obraz y o stejre
velikosti M N.

90



Konverze typ obrazu
Volby spadajc do sekce menu,Color ! Convert To\ umanuj gevod obram
mezi jednotliymi typy. Menme{li barevry obraz x = fXg = (Xs:1;Xs:2; Xs:3) 2

, pro ktey plat
Ys = 0:299 Xq1+0:587 Xs2+0:114 Xg3;, prokads s2 S:
Konstanty powie ve vztahu re ektuj citlivost lidskeho oka na jednotlive slazky

nacernoby, jsme paadani o vyplren prahu ,Threshold\ z intervalu (0;1) od
kteeho je obraz pewacen na blou barvu. Wsledry obra zy = fys 21 1;190ss
pak je (

1; jestlze xs < 256T;

o= g jestlze xs 256T;

kde T je zvolery pah. Barevry obraz je konvertoan nacernoby tak, ze je
nejprve peveden nased/ a rasledre peveden nacernddy se zvolerym prahem.
V obiacerem sneru konverze nenma vliv na vzhled obrazu. Proggvodcernobeho
obrazu nasedy plat

(
0 jestlze x5 = 1,
Ye 255 jestlze xs =1:

Pro pevodseceho obrazu na barevry plat
Ysi = Xs; prokadce i2f1;2,3gas2 S:

Konverzi typu obrazu je tale mare spustit pomoc voleb v sekci ,,Convert To\
pop-up menu s tm rozdlem, ze pah pro gevod nacernobly obraz je pevre
nastaven naT = 0:5.

Odeaklen barevrych slaek obrazu
Barevry obraz x = fxs = (Xs1;Xs2;Xs:3) 2 f 0;1;:::; 25500525 se skhdh ze t
slaek.

Cervere x; = fXs.10s2s
Zelere x, = sz;ZQSZS
Mode X3 = sz;39525

Sekce menu,Color ! Separate\ umanuje odcklit z obrazu jednotlive barevre
komponenty. Neboli wsledrym obrazem jey = x; chceme{li odclit cervenou
slaku, y = x, chceme{li odctlit zelenou slaeku ay = x3 chceme{li odcklit
modrou slazku.

Pokusme({li se odctlit barevre komponenty zcernobeho n ebosedeho obrazu,
je obraz nejdve peveden na barevry, ze kteeho je rasledre komponenta odce-
lena.
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Prosvcen obrazu
Volbou ,Colors! Translucent\ vytvame obraz, ktey se jev jako prosvc ery.
Tohoto efektu dosahneme tak, ze \sechny intenzity posunem ,na pl cesty\
k maximaln intenzie. Prosed/ obraz tedy
I K
ys =128 + > ; pro ket s2 S;

kde symbolb c znac celou@stcsla. U barevreho obrazu plat tento v ztah pro
kadou ze t barevrych komponent obrazu.

6.4 Transformace obrazu

Transformacemi jsou mysleny takowe zmeny obrazu, ktee nmen polohu jednotli-
wch bod v obraze, nicrrere ponechavaj jejich barvu.

Umluva 6.1:

Vzhledem k tomu, ze v eto sekci bude kladen et draz n a polohu bod
nez na samotnou hodnotu intenzity, budeme pro intenzity v jedntiwch bodech
powvat msto oznacen Xs;S=(i;j) 2 S pmo apis x(i;j ). Budeme gitom
pedpokhdat,ze body x(i;j ) jsou v obraze uspaadany rasledujcm zpsobem:

x(1;1) x(1;2) x(1;3) X(1;N)
x(2;1) x(2;2) x(2;3) X(2;N)
X(3;1) x(3;2) x(3;3) X(3;N)
X(M; 1) X(M; 2) X(M; 3) | x(M.; N)

Tedy stejre jako jsou bzre indexowany matice.

Otaen je takowa transformace, i ktee obraz x = fxs 2 Ggs,s 0 roznerech
M N pevedeme na obrazy = fys 2 Ggs,so 0 velikostiN M. Pro otaen ve
smeru hodinowch rwctcek plat

y(i;j)=x(M j+1;i); prosechna (;j)2 S®
zatmco pro otaen proti smreru hodinowch riccek pla t
y(i;j)= x(j;N i+1); prowechna (;j)2 S®

Oba typy otacen obrazu je mazre prowest ze sekce menu, Transform! Rotate\.
Aplikace tale umanuje zanenit zrcadlowe strany obrazu, prpadre prowest
stejnou transformaci ve vertikalnm sneru pomoc voleb v sekci menu , Transfor-
mation ! Flip\. Obraz x = fxs 2 Ggys 0 roznerechM N je pak peveden
na stejre velly obraz y = fys 2 Ggs,s. V ppace horizontln zrcadlowe zaneny
stran plat
y(i;j)=x(iEN j+1); prowsechna(;j) 2 S;

zatmco ve vertilaln variane plat

y(i;j)=x(M i+1;j); prowechna(;j)2S:

92



Posledn transformac obrazu je zmena jeho nmatka (vo Iba , Transformation
I Rescale\ z menu), gi kteem wivatel mus nejdve zada t parametr ,Rescale
coe cient\ (ve vzorcch oznacowan R), ktely ucuje kolikat ves ma byt wsledry
obrazy = fys 2 Ggspso N obrazx = fXxs 2 Ggsp s ha aktivh alace. Oznacme{
li € (respf) celouast podlu i=R (respj=R) aP=i=R € (respP=j=R §),
pak body obrazuy jsou dany rasledujcm \&zerym purrerem:

yi:i) =X E@P+1 DK E+1L;PH+K1 Px@f+1)+@1 B Px@+1;8+1);

pro \sechna (;j ) 2 S°

6.5 Doplrensumu do obrazu

Pomoc voleb ze sekce menyNoise\ neeme do obrazu pidatsum, tak aby-
chom rasledre mohli vyzkowset rekterou z metod pro odstraen sumu. Apli-
kace umanuje zamkit obraz dvema zpsoby. Nezavisy m rmhodrymsumem, i
kteem je kad/ bod s pedem zvolenou pravcepodobnost obneren, ptene
zmena dareho bodu nezavis na tom, zda byl zrreren (a jak) libovolry jiry bod
v obraze. Druhou manost je aplikace konvolwcnho ltru na puvodn obraz.

Multiplikativn birarn model

Princip tohoto zamken obrazu je popsan v pkladu 2.5. Obr az na aktivh ala@ce
nmeeme zamgit multiplikativnm birarnm modelem z menu pomoc  volby ,Noise
I Black & White\. Po wteru eto volby se otewe okno, ve kter em zachme prav-
epodobnost zrmeny beho bodu nacerry (resp. pravce podobnost znenycerreho
bodu na by) a rasledre spustme wpaet pomoc tlac  tka ,OK\. V gpack,ze
na aktivn ala@ce nencernobl obraz, je nejdv ob raz konvertovan nacernoby
a rasledre zamken.

Aditivnsum s nornalnm rozelenm -sed/ obraz

Princip tohoto zamken obrazu je popsan v gkladu 2.6. Sedy obraz na aktivn
al@ce mzeme zamkit aditivnm modelem z menu pomoc volb y ,Noise! Gray
Scale\. Po wkeru eto volby se otewe okno, ve kteem zadame pravéepodobnost
p s jakou bude kad/ bod obneren a snerodatnou odchylku chyby, ktea bude
pctena k pvodn hodnok. Nasledre spustme wpo cet pomoc tlactka |, OK\.
K intenzie kazccho bodu s 2 S pvodnho obrazu X je s pravaepodobnost
p pttena hodnota 255 G, kde G zna mahodnou velcinu s normovarym
normalnm rozcelenm. Wsledra intenzita je zaokrouhlena, p rpadre aznuta do
intervalu < 0;255>. V gpacde,ze na aktivh al@ce nensed/ obraz, je  nejdv
obraz konverto\an nased/ a rasledre zamken.

Aditivnsum s nornmalnm rozalenm - barevry obraz

Aditivn sum do barevreho obrazu gicame tak, ze doplnme aditivh sum ke
kade jeho barevre sl@ce. Barevry obraz na aktivh a l@ce nzeme zamkit
aditivnm modelem s normalnm rozcelenm z menu pomoc volby ,Noise!
Color Scale\. Po wkeru eto volby se otewe okno, ve ktee m rovrez zachme
pravcepodobnost p s jakou bude kazdy bod obneren a snmerodatnou odchylku
chyby, ktea bude pctena k pvodn hodnot. Nasled re spustme wpaet po-
moc tlactka ,OK\. V pgpace,ze na aktivh al@ce nen barevry obr  az, pak je
nejdv obraz konvertonan na barevry a rasledre zamk en.
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Konvoluce
Princip konvoluce je popsan v zaweru sekce 1.2. Konvoluci obrau na aktivn
alece mezeme prowest z menu pomoc volby ,Noise! Convolve\. Po wheru
eto volby se otewe okno, ve kteem neeme zadat pdro konvoluce a rasledre
spustit wpacet konvoluce pomoc tlactka ,,OK\. Jadro konvoluce je mare vy-
plnit jak ricre pmo do matice v horn @asti okna, tak vyg enerovat pomoc
tlectka ,Generate weights\. Tvar vygenerovare maticeN© = fw; g je dan nas-
tavenm voleb ,Kernel shape\, ,Kernel type\ a ,Diameten. Volby ,Diameten
(budeme znaitd) a ,Kernel shape\ urcuj oblast, kde bude pdro nabyvat nenu lo-
wch hodnot, zatmco volba ,Kernel type\ ovlivnuje velikost jednotliwch vah
v pde. V pgpack ze zvolme  , Kernel shape = Square\, potom jsou nenulowe
\sechny \ahy, pro jejicle indexy (i;j) plat jij dajjj d. Zvolme{li ,Kernel
Ehape = Circle\, potom jsou nenulowe \sechny \ahy, pro jejictz indexy (i;]j ) plat
i2+j2 d.Rivolle ,Kerneltype = Uniform\ je \sem vatam, ktee maj byt
nenulow, gicelena hodnota w; = 1, zatmco i volte ,Kernel type = Gaussian\
jsou \ahy, ktele maj yt nenulowe, nastaveny na w; =expf 3(i2+]?)=cfg. Algo-
Btn]gs pro wpaet konvoluce wzdy pow\a normovare | adro W , ktee sphuje

D =1.

6.6 Nahodry whker z Isingova modelu

Pklad 2.2 popisuje Isingv model jako specaln ppad Gibb sova tvaru rahod-
nych pol. Obiazky pro tento gklad byly vygenerovany po moc aplikace, kterou
popisujeme, konketre pomoc volby ,Generate! Ising model. Pro vygene-
rolan paezadovareho rahodreho obrazu je poteba zadat informace, ktee jsou
rozceleny do ta@ast:

Image resolution - Rozmnery vygenerovareho obrazu
Formula - De nice rahodreho pole, ze kteeho je obraz generowan
Algorithm - Parametry simulacnho algoritmu pro generovan obrazu

Parametry ,Weight\ a ,Height\ sekce ,Image resolution\ udavaj rozmnery vy-
generovareho obrazu v bodech. \WWslednycernoby obrazx = fxs2f 1;190:os
je vyban z rmahodreho pole, ktee je dare energi

X X
K=Ky+ Kg= n XsXt d XsXt,
st s%t
kde symbols " t zna dvojice bod s;t 2 S, ktee jsou sousedy v sysemu
soused @ dareho vztahem (2.5) pro volbu konstantyc = 1 (sousedi v hori-

zonalnm a vertikalnm sneru), zatmco symbol s 4t zna dvojice bod, ktee
jsou sousedy v sysemu@ (pro ¢ = 2), ale nejsou sousedy @ (tedy sousedn
body po diagorabch). Konstanty , a 4 jsou hodnoty zachvare wivatelem do
pol ,Neighbour coe cient\ ( ,) a ,Diagonal coe cient\ ( ).

Obraz je vygeneronan pomoc Gibbsova algoritmu (viz sekci 2.6)pcenz
uvodn obraz x© v generovarem reezci je zvolen tak, ze kazdy/ jeho bod je
s pravcepodobnost 1=2 zvolen by a s pravcepodobnost 1=2 cerry nezavisle
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na tom, jakych hodnot nabyvaj ostatn body. Parametr ,Number of iterations\
speci kuje, kolik krok Gibbav algoritmus provede, ne vat \sledry obraz,
neboli kolikat bude vyban jeden bod z obrazu a nastavena jetr hodnota na
aklack lokaln charakteristiky dare energi  E. Zaskrtneme{li volbu ,,Exact samp-
ling\, potom je zanedtana hodnota v poli ,Number of iterations\ a je genero-
\an dostatecre dlouty reezec, abychom dostali skute cre obraz, ktey poctaz
z rahodreho pole dareho energi E. Metoda , Exact sampling\ je popsana v ra-
sledujcm odstavci. Podrobreg popis i s teoretickymi z aklady najdete v kapi-
tole 3.

Exact sampling

Ri volle , Exact sampling\ generujeme dvareezcexV() a xX) paralelre. Paa-
teen obraz xW© je nastaven cely by ( x¢@ =1 pro sechna s 2 S), zatmco
paaten obraz x™9 pro druty reezec je nastaven cey cerry ( xX = 1 pro
\sechnas 2 S). V kazcem kroku Gibbsova algoritmu je powita ,stejra rmhodal
pro obneren obou obram. ,Stejnou rahodou\ mysime dwe \eci. Za pre, v kez-
cem kroku i menme stejry bod s) 2 S v oboureezcch. Za drure uvazujme,
ze v kroku i se algoritmus rozhodl obnenit bods 2 S, rozcklen intenzi
xo/®) je cano praveepodobnost volbycerre barvy p‘é”(i) a rozcelen intenzity Xs %
v drulemregzci je cano pravcepodobnost volby cern e barvy pg('). Algoritmus
nejdve vygeneruje hodnotu u® z rovnonerreho rozeelen na intervalu (0;1),
zvol cernou barvu pro bod x&® jestize u® < p¥® (blou barvu jinak) a ob-
dobre zvol v druremregzcicernou barvu pro bod x jestlze u® < p” (blou
barvu jinak). Algoritmus skorc ve chvli, kdy plat  x“(M = x5")_ Tento obraz
je pak viacen jako wstup. Teoreticle aklady k tomuto postupu jsou popsany
v sekci 4.4 knihy [37].

Gibbsv model
Volba ,,Generate! Gibbs Model umanuje vygenerovatcernoby obraz z obe c-
resho modelu nez je Isingv. Zobecren spawa v to  m,ze nejsme omezeni na
nejblis sousedy v horizongaln, vertikalnm a diagoraln ~ m sneru, ale neeme za-
dat \ahy energie rahodreho pole i pro vzdalerep sousedy. Parametry zachavare
v astech ,Image resolution\ a ,Algorithm\ maj stejry wznam jako pi ge-
nerovan Isingova modelu. V asti ,,Formula\ zadavame jednu celkovou \ahu
v poli ,Neighbour coe cient\ a matici vah = f qg po stisknut tlactka
.Neighbour weights\. Energie rahodreho pole pro generovarylowrazx = fXx;) 2

f 1,199i;)2s Je cana vztahem
X X

K= ki X)X (ki)
(ii)2s (kN2s
Sowin vah ¢ tak udava mru, jakou je v modelu penalizowan rozdl v inten-
zibch bod, ktee jsou wi soke posunuty o r bod ve vertikalnm snmeru a s
bod ve sneru horizonalnm.

Vygenerown obrazu jak z Isingova modelu tak z obecregho Gibbsova mo-
delu spustme tlactkem ,OK\ v okre, kde zachvame parametry modelu a algo-
ritmu. Po spsen je ve spodna@sti okna (vpravo na st avowe Iske) zobrazen stav
ulohy. V ppace, ze nen zaskrtnuta volba ,Exact sampling\, je zobrazeno pro-
cento iterac, ktee jz byly vykorany. Naopak, je{li volba z akrtnuta zobrazuje se
procento bod s 2 S, pro ktee v aktualnm kroku plat  x&¢® = x2”. Behulohy
je mare zastavit z menu pomoc volby ,Run! Interupt\.
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6.7 Rekonstrukce obrazu a detekce hran

Nejdleieg@ast aplikace jsou rastroje pro odst  rarensumu z obrazu, tedyast
menu ,Restore\. Dostupre jsou ti algoritmy:

Simulated anealing - metoda simulovarehozhan zal@era bud ' na Gibb-
sowe nebo na Metropolisowe-Hastingsow algoritmu (volba,Restore!  Si-
mulated Anealing\)

Steepest descent - postup, ktey v kade iteraci minimalizuje lolkaln
charakteristiku rahodreho pole (volba ,Restore! Steepest descent\)

Threshold method - metoda simulovarehozhan aplikovare nacernobk
obrazy, ktee zslkame prahovanm pvodnho obrazu (vo Iba ,Restore!
Threshold method\)

Simulated anealing
Metoda simulovarehozhan je popsana v sekci 2.8. Jde o olarenu Metropolisova-
Hastingsova ppadre Gibbsova algoritmu (oba jsou popsany v sekci 2.6). Im-
plementovary algoritmus generuje reezec obram, ktey zacra obrazem na ak-
tivn alace a konverguje k nejpraveepodobregmu ob razu zvolereho rahodreho
pole (obraz s potlacerym sumem). Pro metodu simulovareho zan zacdaame
parametry, ktee jsou rozceleny doctyrech sekc - ,,Formula\, , Algorithm\, ,Cool-
ing schemal a,Visiting schema\.

V sekci ,Formula\ jsou parametry, ktee de nuj energii (rmhodre ho pole),
kterou chceme minimalizovat. Obraz, ze kteeho chceme odstriasum, budeme
znait x a hledary obraz bezsumuy. Zadhvare parametry jsou:

Smoothness - parametr ovlivnujc hladkost obrazu ve vertikalnm a hori-
zonalnm sneru (budeme zneit )

Diagonal smoothness - parametr ovlivaujc hladkost obrazu v diagoral-
nch snmerech (budeme zneit )

Deviation - parametr ovlivnujc shodu obrazu bez sumu se vstupnm
obrazem, ze kteehosum odstranujeme (budeme znzit )

Brightness - parametr, kteym rmeeme zpsobit preferenci swetlej sho,
ppadre tmawsho, obrazu (budeme zneit )

Distance - roletowy wter, ktey urcuje jakym zpsobem bude m eena
vzchlenost mezi intenzitami jednotliwch bod v obraze v de n ici energie
(nevyw\a se procernobk obrazy x)

Max. di erence - hodnota, ktea je pouwzita pouze v gpace,ze pole ,Dis-
tance\ je nastaveno na hodnotu,Neighbourhood\. Tato hodnota udaa, jak
moc se nee Isit intenzita dvou bod, mezi kteymi mem e vzdilenost,
abychom je poveazovali za shodre (budeme znaitN; nevyw\a se pro
cernobk obrazy x)

Boundaries - zaskravac potko, ktee umanuje zahrnout de tekci hran
do modelu (nevyw\a se procernobk obrazy x)
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Boundary penalty - hodnota, ktem je powita pouze v ppack, ze je
zaskrtnue potko ,Boundaries\. V takowem ppack udaa jakou hodnotou
je penalizovano to, ze mezi dwema sousednmi body vede hraam (budeme
znxit B; nevyw\a se procernobke obrazy x)

V ppack,zeobraz x = fxs2f 1;190ss jecernobl, pak energie hledareho
obrazuy je ve tvaru

X X X X
K=, YsYt d VsVt YsXs Yss (6 . 2)

s"t Sdt s2S s2S

kde symbols " t zna dvojice bod s;t 2 S, ktee jsou sousedy v sysemu
soused @ dareho vztahem (2.5) pro volbu konstantyc = 1 (sousedi v hori-

zonalnm a vertikalnm sneru), zatmco symbol s 4t znac dvojice bod, ktee
jsou sousedy v sysemu@ (pro ¢ = 2), ale nejsou sousedy W@ (tedy sousedn

ve tvaru

X X
K = , (1 ey)d(ys; yi) + Bes d (1 es)d(ys;yi) + Beg

X
d(Xs; Ys) Ys;

s2S s2S

kde d(x;y) zna funkci, ktem penalizuje rozdlnost intenzit x ay a zavis na
volte parametru ,Distance\, zatmco ey jsou pronenre, ktee identi kuj, zda je
mezi bodys2 S at 2 S hrana. Proeg plat

o = O lestlze jiys wij <B;
"1 jestlze jiys wijj B

V ppace, kdy nen zaskrtnue potko .Boundaries\ jsou \sechny hodnoty ey
nastaveny naes; O.

V poli ,Distance\ nmeeme vybrat hodnoty ,Euclidean\, , Absolute deviation\
a ,Neighbourhood\ . Ai volle ,Euclidean\ je funkced( ; ) cana vztahem

dix;y)=(x y)?
prosed/ obraz a

x o .
dix;y)=  (x® y0)?
i=1
pro obraz barevry. Ri volke ,Absolute deviation\ je funkced( ; ) dana vztahem

dix;y) = jx i
prosed/ obraz a

dx;y)= jxO  y®j

i=1
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pro obraz barevry. Ri volte ,Neighbourhood\ pro funkcid( ; ) plat

d(x:y) = 0; jestlze jx  yj<N;
Y 1;  jestlze jx yj N;

prosed/ obraz a

0, jestlze P ix®  y0Oj < N;
dxy)= " o S0 i
1 jestlee 7, X yWj N,
pro obraz barevry.

Sekce, Algorithm\ nabz dva parametry, ktee ovlivnuj keh algor itmu:

Number of iterations - hodnota, ktea urcuje celku vygenerovarych
reeza obram, neboli ucuje kolikat je v jednomret  ezci rahodre vyban
jeden bod z obrazu a vygenerowana nowa hodnota pro tento lab

Number of threads - hodnota, kterm ucuje paetreeza obram, kter e
jsou generowany. Jestlze je nastavena hodnota vys rez 1, je wsledry obraz
zskan jako puner (zaokrouhlery na cehcsla) spate ry po jednotliwch
bodech obram, ktee jsou wsledkem jednotliwchreez o

Sekce, Cooling Schema\ obsahuje parametry pro nastaven chladchaoscte-
matu (k) (viz sekci 2.8). Logaritmicle chladc sclema (volba ,,Cooling Schema
= Logarithm\) je ve tvaru

1 k
k)= —I —
kde C; a C, jsou parametry zadare do pol oznaerych "Cooling parameers"a
k je iterace algoritmu. Ri volte ,Cooling Schema = Powen je chladc sctema
nastaveno ve tvaru )
1 logk) *.

=2 ¢,

Volba ,Cooling Schema = Steepest descent\ zpsob,ze v Metropolis@+Hasting-
sowe algoritmu jsou akceptowany pouze takowe zneny intenizty zvolerych bod,
ktee vedou ke srzen energie obrazu.

Posledn sekce parametn ,Visiting schemal\rd jakym zpsobem jsou navr-
howany nowe hodnoty intenzit v kezcem kroku Metropolisova- Hastingsova algo-
ritmu. Ri volke |, Visiting schema = Uniform\ je v kace iteraci algoritmu vy-
bana hodnota intenzity pro rahodre zvolery bod z rovnone rreho rozcelen na

ktea je rasledre s odpovdajc pravcepodobnost ak ceptowna. Ri volke |, Visi-
ting schema = Neighbourhood\ je v kack iteraci algoritmu vybrana hodnota
intenzity z rovnonerreho rozcelen na mnaire

fmax(0;ys N);:::;min(255ys+ N)g prosed/ obraz, (ppadre obdobre je vy-
bana hodnota pro kadou slaku barevreho obrazu), kdeN je hodnota zadara
v poli ,Neighbourhood\. Konecre gi volke |, Visiting schema = Gibbs Sampling\
je nowa hodnota naveena z rozcelen dareho lolkaln cha rakteristikou rmhodreho
pole s energiE. V takowem ppace je nowe naveera hodnota \zdy akc eptowana
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(viz sekci 2.6). Gibbav algoritmus wak nen z wpaetnch dvod pouwitelry
vV gpade, kdy je v sekci ,Formula\ zaskrtnuta volba ,Boundaries\ nebo zvoleno
.Distance = Neighbourhood\.

Steepest descent

Obdobre jako metoda simulovareho zhan generuje metoda nejrychlegho ses-
tupu sekvenci obram, ktea zacra obrazem na aktivn z alace a konverguje k vy-
hlazeremu obrazu. V kazcem kroku zvolme bod s 2 S obrazu, kteyy budeme
obmenovat, nicnere novou intenzitu ys zvolme tak, aby maximalizovala lokaln
charakteristiku rahodreho pole v boce s (resp. tak, aby minimalizovala energii
wsledreho obrazu). Na rozdl od simulovarehozlan s lo garitmickym chladcm
sclematem metoda nejrychlegho sestupu nemus konvergvat k obrazu v glokal-
nm minimu optimalizovare energie, ale nze uvznout v rekter em z lolkalnch
minim.

Pozramka 6.2;

Fipomenme, ze pi simulovarem zhan volme novou ho dnotu ys ve dvou
krocch. V prvnm kroku navrhneme novou hodnotu z rahodreho rozcelen
ucereho parametry v sekci "Visiting schema”, a v drukem ji bud akceptujeme
nebo poneclame pvodn hodnotu.

Pro metodu nejrychlegho sestupu zachvame parametry ve dvou sekcch -
+Formula\ a , Algorithm\.

V sekci ,Formula\ jsou parametry, ktee de nuj energii (rmhodre ho pole),
kterou chceme minimalizovat. Obraz, ze kteeho chceme odstriasum, budeme
znait x a hledary obraz bezsumuy. Zadavare parametry jsou:

Smoothness - parametr ovlivaujc hladkost obrazu ve vertikalnm a ho-
rizonalnm sneru (budeme znait )

Diagonal smoothness - parametr ovlivnujc hladkost obrazu v diagoral-
nch snerech (budeme zneit )

Deviation - parametr ovlivnujc shodu obrazu bez sumu se vstupnm
obrazem, ze kteehosum odstranujeme (budeme znecit )

Brightness - parametr, kteym meeme zpsobit preferenci s\wetlej sho,
ppadre tmawsho, obrazu (budeme znecit )

Distance - roletow wter, ktey urcuje, jalym zpsobem bude m eena
vzchlenost mezi intenzitami jednotliwch bod v obraze v de n ici energie
(nevyw\a se procernobk obrazy x)

V ppack,zeobraz x = fxs2f 1;190ss jecernobl, pak energie hledareho
obrazuy je ve tvaru

X X X X
K= n VYst d Ysh YsXs Ys;

st Sdt s2S s2S
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kde symbols " t zna dvojice bod s;t 2 S, ktee jsou sousedy v sysemu
soused @ dareho vztahem (2.5) pro volbu konstantyc = 1 (sousedi v hori-

zonalnm a vertikalnm sneru), zatmco symbol s 4t zna dvojice bod, ktee
jsou sousedy v sysemu@ (pro ¢ = 2), ale nejsou sousedy @ (tedy sousedn
body po diagorahch). Oznacme y &) obraz pok-e iteraci algoritmu. Uvazujme,
ze algoritmus obnmenuje bod s 2 S v iteraci k + 1. Pak metoda nejrychlegho
sestupu zvol v tomto kroku hodnotu

X X
S T

t2@(s) t2@(s)
t2@(s)

(k+1) —
S

pro intenzitu v bock s, kde funkcesgn je de novara na mnazire R=f0g rasle-
dujcm predpisem: (
1 pro x < 0;

sgn (x) = 1; pro x > O:

V ppacde, ze argument funkce sgn vychaz roven 0, zvol algoritmus rahodre

hodnotu y&*? z rovnonerreho rozetlen na mnaire f 1;1g.

X X X X
K = n dlyssy) d  dlysiyr) d(Ys; Xs) Ys;

"t N s2S s2S

kde d(x;y) znac funkci, ktea penalizuje rozdlnost intenzit x ay a zavis na
volke parametru ,Distance)\.

V poli ,Distance\ neeme vybrat hodnoty ,Euclidean\ a , Absolute devia-
tion\. Ri volke ,Euclidean\ je funkced( ; ) cana vztahem

dix;y)=(x y)?
prosed/ obraz a

x o .
dix;y)= (xU y0)?
i=1
pro obraz barevry. Nowe navrhovara intenzita v iteraci k + 1 je pi vollke |, Eu-
clidean\ vsecem obraze chna vztahem

P k P k
n t2@(s) yt( ) t o4 t2@(s) yt( ) t Xs
(o) = P ptz@® + (6.3)
n peelt d wvaemslt

t2@(s)

Jde o \&ery purrer intenzit sousednch bod s a intenzity x5 nawsery o hodno-
tu parametru . V ppade, ze hodnota yék”) nen celaselm, je zaokrouhlena.
Jestlze vycraz y&*™ < 0 (respy{*? > 255), je powita hodnota y&*? =

(resp yék”) = 255). V barevrem obraze je vzorcem (6.3) vypcctena kazd jeho

barevra slaka. Ri volke ,Absolute deviation\ je funkce d( ; ) dana vztahem
dix;y) = jx j
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prosed/ obraz a

x o .
dix;y)= jx0 ylj

i=1
pro obraz barevry. Nowe navrhovara intenzita v iteraci k + 1 je pi volke , Abso-
lute deviation\ volena jako \&zery medan ze stvajcch int enzit soused bodus
a intenzity ys (kde \ahy jsou dany parametry ,, ga stejre jako pro volbu ,Eu-
clidean\) nawsery o hodnotu parametru . \Wsledra hodnota je zaokrouhlena,
ppadre ,aznuta\l do intervalu < 0;255> stejre jako pi volke ,Euclidean\.
V barevrem obraze je takto vypatena kad jeho barevra slazka.

Sekce ,Algorithm\ obsahuje pouze jeden parametr,Number of iterations\,

ktey udawa celku vygenerovarehoreezce obram, n eboli ucuje, kolikat je vre-
tzci mhodre vyban jeden bod z obrazu a ucena now hodnota pro tento bod.

Threshold method
Posledn metoda prahowan je vhodra prosece a barevne obrazy. Kad barevra
slzka x obrazu na aktivh al@ce je pak pevedena na T cernobych obram

(D) = 1; jestlee xs +1 > 256=T,
S 1; jinak.

Kads z obram x () je pak vyhlazen simulovarymzhanm a odpovdajc barevn a

slaka y wsledreho vyhlazereho obrazu je zskana jako sowcet

kde y jsou vyhlazere variantycernobych obram x .

Parametry pro keh algoritmu jsou zadhwany ve tech sekcch - ,Formula\,
JAlgorithm\ a ,Cooling schema\. Pacet T vyhlazovarych cernobich obram je
zachwan v poli , Thresholds\ sekce,Algorithm\. \yznam ostatnch parametn se
shoduje s popisem parametn pro simulovarezhan. Tvar min imalizovare energie
pro kazds/cernoby obraz je dan vztahem (6.2).

Odstrarensumu z obrazu pomoc jedre z popsarych metod spustme tlect-
kem ,OK\ v okre, kde zach\ame parametry modelu a algoritmu. Po spgen je
ve spodna@sti okna (vpravo na stavowe lse) zobraze n stavulohy,cnz se mysl
procento iterac, ktee jz byly vykorany. Behulohy je mo zre zastavit z menu
pomoc volby ,Run! Interupt.

Nektee z naprogramovarych algoritra byly powity v gk  ladech odstraren
sumu, ktee jsou uvedeny v ploze 2. Obiazky z eto g lohy najdete tale na
pilzerem CD v adresai  ,Priloha?\.

101



L\er

Disertacn pace je zangena na statisticke postupy, kt ee jsou powany i
zpracowan dat reprezentujcch obraz. Pojedreva [ edevsm o rastrojch pro
odstrarensumu z obrazu a raslednou klasi kaci@ast o brazu. Nektee z popsa-
nych postup jsou ilustronany na pkladce, kteym je iden  ti kace vad ve tkarych
textlich. To je velice dleituloha v kontrole kvality textili

Modely pro odstraren sumu z obrazu vychaz z Bayesovskho gstupu ke
statistice. Konstrukce modal je popsana v drute kapitole. Pro volbu apriornho
rozcelen jsou vywvany modely z teorie rahodrych pol , jako je Isingv nebo
Pottav model. V paci uvezujeme rekolik modal pro ,zaspiren\ obrazu. Tyto
modely pedpokhdaj,ze chyba v jednom boce obrazu je mhodm, ale neavish
na chylke v ostatnch bodech obrazu.

Odhad pvodnho modelu zskavame pomoc simulanch met od Markov chain
Monte Carlo (MCMC). Tyto postupy jsou popsany v zaweru dru ke kapitoly.
Teorie Markovowch reeza, ktea je zakladem pro vyu zvan MCMC simulac
je obsahem tet kapitoly. Jednm ze zakladnch probema  algoritra MCMC je
ucitcas, od kteeho je generovaryreezec jz dosta tecre blzko ke staciorarnmu
rozcklen tak, aby mohl byt poweit jako reprezentativn v zorek. Ve tet kapitole je
proto popsana metoda tzv. perfektnho MCMC simulowan, kte m umanuje gen-
erovat staciorarn Markouvreezec, tj takowret  ezec, jeha@ margiraln rozcelen
jednotliwch prvlk odpovdaj pesre tomu rozcelen, j  eha charakteristiky chce-
me spcctat z vygenerovareho vzorku.

Popsare metody pro odstraren sumu z obrazu je mare vyzkowset v ap-
likaci, ktema je pilzena k paci. Sesh kapitola obsahuje popis pow\an eto ap-
likace. Je mazre owit,ze pokud do pvodnho obrazu g icame rahodrysum, ve
kteem chyba v kazcem bock je nezavish na chyke v ostat nch bodech, pak napro-
gramovare postupy odstran tentosum velice dolre. V mnoha realrych aplikacch
\saksum nena vlastnost,ze by chyby v jednotliych bodech byly neaviske. Pos-
tupy zalere na modelech, ve ktelych se tento pedpoklad pw\a, nejsou pro-
to v ralnych aplikacch tak uspesre jako pi odstrano \ansumu s nezavisymi
slazkami.

Ctvra kapitola je zanmgena na klasi kaci obrazu. Je zde popan statisticky
pstup ke klasi kaci, ktely je rasledre aplikovan na paci s obrazy. Podrobre je
rozpracovana metoda klasi kacnch strom. Vzhledem k tomu , ze pi klasi kaci
obrazu potebujeme kad/ z mnoha wem oznait vhod nou texturou, je casto
dleiy cas potebry na zaazen zvolereho wez  u k rektee z textur. V amci
eto kapitoly je tale uvedeno rekolik postup umanujc  ch konstruovat stromowe
klasi katory tak, aby optimalizovaly nejenom pesnost wsledneho klasi katoru,
ale tale rychlost klasi kace.

Statisticke postupy jsou powity v me kapitole k detekci va d ve tkarych
textlich, kde je nejdve powita disketn Fourierovat ransformaci k tomu, aby-
chom zskali vhodnou aproximaci obrazu atky bez vady tak, abybyla citelreg\
pravidelra struktura obrazu. Nasledre jsme identi kovali tzv . akladn body, tj.
stedy oblast, kteymi neproctazadre vikno a ze  zakladnch bod jsme zjistili
smer a vzaalenost vaken jak ve sneruutku, tak ve smeru o snovy.

Zskare charakteristiky atky bez vady jsme rasledre pouw ili k detekci vad
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v htce, u ktee jsme si w nemohli byt jisti tm,ze vady neo bsahuje. Postupovali
jsme tak, ze jsme proctazeli jednotlive zakladn body a porovravali jejich okol
s punerrym okolm zakladnch bod v htce bez vad. Opro  ti bezrym metochm
tento postup neprochaz obraz tak,ze by posouval kontrdovary wez o rekolik
bod v horizonalnm nebo vertikalnm sneru, ale proctaz  okol akladnch bod,
ktee wi soke mohou kyt posunuty i v jirem smeru. W sledky tohoto postupu
jsme demonstrovali na obraze, ktey obsahoval zatkary pedmnet, kde uvedery
postup pesre identi koval msto, kde se vada naclaz.

Popsary postup detekce vad by mohl byt romen i o rozpozravan typu
vady pomoc klasi kacnch strom. Pro vytvaen takov  ych modal bychom sak
potebovali zskat kazi nasnmarych obram vad, kteem by obsahovala dostatecre
mnastv obram pro kezdy typ vady, ktely bychom cht eli rozpozravat.
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Rlohy
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Rloha 1
Popis tkarych texitli ve statistickem software R

Nazev funkce: Center_points

Popis funkce: Identi kuje souvisk bk plochy vcerno{bem obraze a vy pcate
stedn bod pro kadou z nich.

Vstupn parametry

X{ matice typu ,logical; tj.cerno{by obraz (F {cerm; T { bh)

\ystup

Matice o tech sloupcch, ve ktee kazd/adek reprezen tuje jednu souvislou plochu
bk barvy. Prvn dva sloupce udavaj souadnice sted u plochy. Posledn sloupec
je velikost (pacet bod) souvisk plochy.

Center_points<-function(X){
d<-dim(X)
coord<-cbind(rep(1:d[1],d[2]),rep(1:d[2],
each=d[1]),1:(d[1]*d[2]))
coord<-coord[as.vector(X),]
ol<-order(coord[,1]*d[2]+coord[,2])
02<-order(coord[o1,2]*d[1]+coord[01,1])
I<-length(table(coord[,3]))
ngrp.new<-|
ngrp.old<-ngrp.new+1
while(ngrp.old>ngrp.new){
ngrp.old<-ngrp.new
for(i in 1:(-1)) {
if((coord[i,2]==coord[i+1,2]) &&
((coord[i,1]+1)==coord[i+1,1]))
coord[i:(i+1),3]<-min(c(coord]i,3],coord[i+1,3]))
}
for(i in (I-1):1) {
if((coord[i,2]==coord[i+1,2]) &&
((coord[i,1]+1)==coord[i+1,1]))
coord[i:(i+1),3]<-min(c(coord]i,3],coord[i+1,3]))
}
coord<-coord[o1,]
for(i in 1:(-1)) {
if((coord[i,1]==coord[i+1,1]) &&
((coord[i,2]+1)==coord[i+1,2]))
coord[i:(i+1),3]<-min(c(coord]i,3],coord[i+1,3]))
}
for(i in (I-1):1) {
if((coord[i,1]==coord[i+1,1]) &&
((coord[i,2]+1)==coord[i+1,2]))
coord[i:(i+1),3]<-min(c(coord]i,3],coord[i+1,3]))
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coord<-coord[02,]
ngrp.new<-length(table(coord[,3]))
print(ngrp.new)
}
coord<-coord[order(coord[,3]),]
t<-names(table(coord[,3]))
res<-matrix(0,ngrp.new,3)
for(i in 1:ngrp.new) {

resli,1:2]<-
apply(as.matrix(coord[as.character(coord[,3])==t[i] ,1:2]),
2,mean)
res[i,3]<-
dim(as.matrix(coord[as.character(coord[,3])==t[i],1 21))[1]
}
return(res)
}
Hmmmm konec funkce------------  memmemm #

Nazev funkce: Frob_dist

Popis funkce: Spate Frokeniovu vzdalenost dvou obram
Vstupn parametry

11, 12 - stejre velle matice reprezentujc &edy) obraz

\ystup
Cslo oznacujc Frokeniovu vzdalenost obram 11 al2.

Frob_dist<-function(I1,12){
d<-dim(I1)
return(sqgrt(sum((11-12)72)/(d[1]*d[2])))

Nazev funkce: Frob_dist2

Popis funkce: Spatte Frokeniovu vzdalenost dvou wem obrazu o stej re ve-
likosti

Vstupn parametry

| { matice reprezentujc €edy) obraz

cl { souadnice (vektor o celce 2) stedu prvn vyznue o blasti

c2 { souadnice (vektor o celce 2) stedu drute vyznue o blasti

s { velikost vyznueho okol ke kadcemu ze sted clac2

\ystup
Cslo oznacujc Frolkeniovu vzdalenost wem obrazu 1.

Frob_dist2 <- function(l,c1,c2,s){
[1<-1[(floor(c1[1])-s+1):(floor(c1[1])+S),
(floor(c1[2])-s+1):(floor(c1[2])+S)]
[2<-1[(floor(c2[1])-s+1):(floor(c2[1])+s),
(floor(c2[2])-s+1):(floor(c2[2])+s)]
return(sqrt(sum((11-12)"2)/(4*s"2)))



Nazev funkce: Tang dist

Popis funkce: Spate tecnou vzaalenost dvou obram
Vstupn parametry

11, 12 - stejre velle matice reprezentujc &edy) obraz

\ystup
Cslo oznaujc tecnou vzaalenost obram 11 a l2.

Tang_dist<- function(11,12){
d<-dim(11)

D_pom<-I1[,2:d[2]]-I1[,1:(d[2]-1)]
D1h<-cbind(0,D_pom)+chind(D_pom,0)
D1h[,2:(d[2]-1)]<-D1h[,2:(d[2]-1)]/2
D_pom<-11[2:d[1],]-11[1:(d[1]-1),]
D1v<-rbind(0,D_pom)+rbind(D_pom,0)
D1v[2:(d[1]-1),]<-D1v[2:(d[1]-1),]/2
D1<-chind(as.vector(D1h),as.vector(D1v))

D_pom<-I2[,2:d[2]]-12[,1:(d[2]-1)]
D2h<-cbind(0,D_pom)+cbhind(D_pom,0)
D2h[,2:(d[2]-1)]<-D2h[,2:(d[2]-1)]/2
D_pom<-12[2:d[1],]-12[1:(d[1]-1),]
D2v<-rbind(0,D_pom)+rbind(D_pom,0)
D2v[2:(d[1]-1),]<-D2v[2:(d[1]-1),]/2
D2<-cbind(as.vector(D2h),as.vector(D2v))

L11<-t(D1)%*%D1
L12<-t(D1)%*%D2
L21<-t(D2)%*%D1
L22<-t(D2)%*%D2

B1<-(L12%*%solve(L22)%*%t(D2) -
t(D1))%*%(as.vector(lI1)-as.vector(l2))
B2<-(L21%*%solve(L11)%*%t(D1) -
t(D2))%*%(as.vector(I1)-as.vector(12))
Al<-(L11 - L12%*%solve(L22)%*%L21)
A2<-(L21%*%solve(L11)%*%L12 - L22)

alpha<-solve(a=A1,b=B1)
beta<-solve(a=A2,b=B2)

I1t<-l11+alpha[1l]*D1lh+alpha[2]*D1v
[2t<-12+beta[1]*D2h+beta[2]*D2v

return(Frob_dist(11t,12t))
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Nazev funkce: Tang_dist2

Popis funkce: Spate tecnou vzdalenost dvou wem obrazu o stejre  velikosti
Vstupn parametry

| { matice reprezentujc 6ed) obraz

cl { souadnice (vektor o celce 2) stedu prvn vyznue o blasti

c2 { souadnice (vektor o celce 2) stedu drute vyznue o blasti

s { velikost vyrznueho okol ke keedemu ze sted clac2

\ystup
Cslo oznaujc techou vzaalenost wem obrazu 1.

Tang_dist2 <- function(l,c1,c2,s){
11<-I[(floor(c1[1])-s+1):(floor(c1[1])+s),
(floor(c1[2])-s+1):(floor(c1[2])+s)]
12<-I[(floor(c2[1])-s+1):(floor(c2[1])+s),
(floor(c2[2])-s+1):(floor(c2[2])+s)]
return(Tang_dist(11,12))

\noindent\textbf{Nazev funkce:} Energy\\
\textbf{Popis funkce:} Wpaet energie obrazu\\
\textbf{Vstupn parametry}\\
\texttt{l} -- matice reprezentujc 6ed/) obraz\\
\textbf{\Mystup}\\
Cslo oznacujc energii obrazu \texttt{l}.
\begin{verbatim}
Energy<-function(I){
d<-dim(l)
return(sqgrt((sum((1[1:(d[1]-1),]-1[2:d[1],D)"2)+
sum((I[,1:(d[2]-D)]-I[,2:d[2]])"2))/
((d[1]-1)*d[2] + d[1]*(d[2]-1))))

Nazev funkce: Dist_indx

Popis funkce: Rewd pozici ve vektoru, ktey je wstupem funkce dist na
indexy objekt, ktee byly vstupem pro funkci dist

Vstupn parametry

n { pacet objekt, mezi kteymi byla maena vzdlenost

i { index ve vektoru vzdlenost

\ystup

Vektor o celce 2, ktey udhwa pozice objekt ve vstupnm v ektoru funkce dist
jejictz vzchlenost je uleena na pozicii wstupnho vektoru z funkce dist .

Dist_indx<-function(n,i){
s<-(n-ceiling(sqrt(2*(n*(n-1)/2-i+1)+1/4)-1/2))
r<-i+(n-s)*(n-s+1)/2-n*(n-1)/2
return(cbind(s,s+r))



Nazev funkce: Dist_indx2

Popis funkce: Pewad indexy objekt, ktee byly vstupem pro funkci dist na
pozici ve vektoru, ktey je wstupem funkce dist

Vstupn parametry

n { paet objekt, ktee jsou na vstupu do funkce dist

i { nB z indey objeld, mezi kteymi neme vzda lenost funkc dist
j { vy® z inden objekt, mezi kteymi meme vzca lenost funkc dist
\ystup

Rirozere cslo, ktee uda pozici ve wstupnm vekto ru funkce dist , na ktee
je uleena vzdlenost objekt i aj.

Dist_indx2<-function(n,i,j){
return(n*(i-1) - i*(i-1)/2 + j-i)

Nazev funkce: Bestapprox

Popis funkce: Najde wrez obrazu o velikosti 32 32 ktely ma nejmers Frokeniovu
vzdhlenost od pedlohy

Vstupn parametry

| { obraz ze kteeho jsou bany wezy

rangeLT { souadnice (vektor celky 2) stedu wezu, ktey le z nejvce vlevo
nahae

range RD { souadnice (vektor celky 2) stedu wezu, ktely le z nejvce vpravo
dole

M { obraz, oproti kteemu jsou wezy porovraxany

\ystup

Vektor celky 3. Prvn dwe souadnice udavaj sted W rezu, ktey je nejbke
k obrazuM Tret udhva Frokeniovu vzdalenost nejblisho w  rezu od obrazuM

Best_approx<-function(l,range_LT,range_RB,M){
d2m<-matrix(0,range_RB[1]-
range_LT[1]+1,range_RBJ[2]-range_LT[2]+1)
min<-256
min.i<-range_LT[1]
min.j<-range_LT[2]
for(i in range_LT[1]:range_RBJ[1]){
for(j in range_LT[2]:range_RB[2]}{
d2m[i-range_LT[1]+1,j-range LT[2]+1]<-
Frob_dist(M,I[(i-15):(i+16),(j-15):(j+16)])
if(d2m[i-range_LT[1]+1,j-range_LT[2]+1] <= min){
min<-d2m[i-range_LT[1]+1,j-range_LT[2]+1]

min.i<-i
min.j<-j
}
}
}
return(c(min.i,min.j,min))
}
Hommm e konec funkce------------  cemmemm #



\Wpaet: Detekce akladnch bod

Popis dleiych pronenrych

img { wrez levxeho hornho kvadrantu obrazu bez vady
cp { seznam zakladnch bod (viz sekce 5.1) obrazulll

img<-as.matrix(bez_defektu$bez_vady 04[1:1024,1:102 4])
fft<-fft(img)

fft.cutted<-fft

fft.cutted[1:1024,1:1024]<-0
fft.cutted[Mod(fft)>500000]<-fftfMod(fft)>500000]
img.approx<-Mod(fft(fft.cutted,inverse=T))
img.dark<-!l(img.approx>60*1024*1024)
cp<-Center_points(img.dark)

image(1:1024,1:1024,img)
points(cp[cp[,3]>40,1:2])
# rm(list=c("img","cp"))

WWpaet: \Wpaet punerreho obrazu a rozptylu intenzit

Popis dleiych pronenrych

slot.mat { matice, kde kazde okol zakladnho bodu je uspaachn o do jedre
adky

slot.mead { purrerry obraz v okol akladnch bod

slot.sd { snerodatra odchylka intenzit v okol zkladnch bod

cp.sel<-cp[cp[,3]>40,1:2]
cp.sel<-cp.sel[cp.sel[,1]>16 & cp.sel[,2]>16,]
cp.sel<-cp.sel[cp.sel[,1]<1008 & cp.sel[,2]<1008,]
cp.nrow<-nrow(cp.sel)
slot.mat<-matrix(0,cp.nrow,1024)
for (i in 1:cp.nrow) {
slot.matfi,]<-as.vector(img[(floor(cp.sel[i,1])-15)
(floor(cp.sel[i,1])+16), (floor(cp.selli,2])-15):
(floor(cp.sel[i,2])+16)])
}
slot.mean<-matrix(round(apply(slot.mat,2,mean)),32, 32)
slot.sd<-matrix(round(apply(slot.mat,2,sd)),32,32)
rm(list=c("cp.sel","i","cp.nrow"))
image(slot.mean,col=gray((1:256)/256))
image(slot.sd,col=gray((1:256)/256))
# rm(list=c("slot.mean","slot.sd","slot.mat"))
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WWpaet: \Wpaet vzdalenosti sousednch wem obrazu

Popis dleiych pronenrych

nb.axis.sel {seznam sousednch dvojic akladnch bod asery o k rajn body
nb.frob { Frokeniova vzdalenost okol zakladnch bod ze seznamu |l.cl
nb.tang { Tecra vzcdalenost okol zakladnch bod ze seznamu Il.cl

cp.sel<-cp[cpl,3]>40,1:2]

d<-dist(cp.sel)

nb.indx<-(1:length(d))[d>18 & d<43]
nb<-cbind(Dist_indx(nrow(cp.sel),nb.indx))

nb.axis<-
cbind(cp.sel[nb[,1],],cp.sel[nb[,2],],(2*I(cp.sel[n b[,1],1] -
cp.sel[nbl,2],1]>0)-1)*(cp.sel[nb[,1],]-cp.sel[nb], 21.1)

nb.axis.sell<-
cbind(nb.axis,1 + I(nb.axis[,6]>14) + I(nb.axis[,6]>0) +
[(nb.axis[,6]>(-20)))
nb.axis.sel2<-nb.axis.sell[nb.axis.sell[,1]>16 &
nb.axis.sell[,2]>16 &
nb.axis.sell[,3]>16 & nb.axis.sell[,4]>16,]
nb.axis.sel<-nb.axis.sel2[nb.axis.sel2[,1]<1008 &
nb.axis.sel2[,2]<1008 &
nb.axis.sel2[,3]<1008 & nb.axis.sel2[,4]<1008,]
nb.frob<-nb.axis.sel[,1]
nb.tang<-nb.axis.sel[,1]
nb.frob[]<-0
nb.tang[]<-0
for(i in 1:(nrow(nb.axis.sel))){

nb.frob[i]<-
Frob_dist2(img,nb.axis.sel[i,1:2],nb.axis.sel[i,3:4 1,16)
nb.tangli]<-
Tang_dist2(img,nb.axis.sel[i,1:2],nb.axis.sel[i,3:4 1,16)
}
rm(list=c("cp.sel","d","nb.indx","nb","nb.axis","nb .axis.sell",
"nb.axis.sel2","i"))
hist(nb.frob)
hist(nb.tang)

mean(nb.tang) / mean(nb.frob)
# rm(list=c("nb.axis.sel","nb.frob","nb.tang"))

WWpaet: Obrazky rezidu okol akladnch bod
Popis dleiych pronenrych
slot.sd.vec { snerodatre odchylky bod uspaadare do vektoru

image(matrix(slot.mat[floor(1555*runif(1)),],32,32) -slot.mean,
col=gray.colors(256),asp=1,yaxt="n",xaxt="n")

slot.sd.vec<-round(apply(slot.mat,2,sd))

image(matrix(rnorm(1024)*slot.sd.vec,32,32),



WWpaet: \Wpaet energie okol akladnch bod
Popis dleiych pronenrych

slot.energy { energie okol akladnch bod
slot.energy.ran  { energie rahodrych obram

slot.energy.ran<-rep(0,1500)

slot.energy<-rep(0,1555)

for(i in 1:1500){
M<-matrix(rnorm(1024)*slot.sd.vec,32,32)
slot.energy.ranfi]<-Energy(M)

}

for(i in 1:1555){
M<-(matrix(slot.mat[i,],32,32)-slot.mean)
slot.energy[i]<-Energy(M)

}

rm(list=c("i","M"))

mean(slot.energy)

mean(slot.energy.ran)

sd(slot.energy)

sd(slot.energy.ran)

rm(slot.sd.vec)

# rm(list=c("slot.energy"”,"slot.energy.ran"))

\Wpaet: Popis obrazu pro identi kaci zatkareho grednetu
Popis dleiych pronenrych

img.train  {@st obrazu powia k popisu zdrawe hatky

cp { seznam zakladnch bod

cp.sel { wker akladnch bod

slot.mean { purrerry obraz v okol akladnch bod

slot.sd { snerodatra odchylka bod v okol akladnch bod
slot.mat { okol zakladnch bod uspaadare do matice

frob.dist { Frokeniova vzdalenost okol akladnch bod od pune ru
nb { seznam sousednch dvojic akladnch bod

nb.axis { seznam souadnic sousednch dvojic akladnch bod
nb.axisl, nb.axis2, nb.axis3 { nb.axis rozctlery na 3a@sti

img.train<-as.matrix(ve_smeru_utku$zatkany predmet) [1:768,1:768]
fit<-fft(img.train)

fft.cutted<-fft

fft.cutted[1:768,1:768]<-0
fft.cutted[Mod(fft)>500000]<-fft{Mod(fft)>500000]
img.approx<-Mod(fft(fft.cutted,inverse=T))
img.dark<-!l(img.approx>60*768*768)
cp<-Center_points(img.dark)
rm(list=c("fft","fft.cutted","img.approx”,"img.dark ")
image(1:768,1:768,img.train)

points(cp[cp[,3]>100,1:2])
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cp.sel<-cp[cp[,3]>100,1:2]
cp.sel<-cp.sel[cp.sel[,1]>16 & cp.sel[,2]>16,]
cp.sel<-cp.sel[cp.sel[,1]<752 & cp.sel[,2]<752,]
cp.nrow<-nrow(cp.sel)
slot.mat<-matrix(0,cp.nrow,1024)
for (i in 1l:cp.nrow) {
slot.mat[i,]<-as.vector(img.train[(floor(cp.sel[i,1
(floor(cp.sel[i,1])+16),(floor(cp.sel[i,2])-15):
(floor(cp.sel[i,2])+16)])
}
slot.mean<-matrix(round(apply(slot.mat,2,mean)),32,
slot.sd<-matrix(round(apply(slot.mat,2,sd)),32,32)
rm(cp.nrow)

frob.dist<-sqgrt(apply((slot.mat-matrix(apply(slot.m
512,1024,byrow=T))"2,1,sum)/1024)
qguantile(frob.dist,0.99)

d<-dist(cp.sel)
nb.indx<-(1:length(d))[d<45]
nb<-cbind(Dist_indx(nrow(cp.sel),nb.indx))
nb.axis<-
cbind(cp.sel[nb[,1],],cp.sel[nb[,2],],(2*I(cp.sel[n
cp.sel[nb[,2],1]>0)-1)*(cp.sel[nbl[,1],]-cp.sel[nb],

plot(nb.axis[,5:6])
nb.axisl<-nb.axis[nb.axis[,6]<(-10),]
nb.axis2<-nb.axis[nb.axis[,6]>(-10) & nb.axis[,6]<30,
nb.axis3<-nb.axis[nb.axis[,6]>30,]

apply(nb.axisl[,5:6],2,mean)
apply(nb.axis2[,5:6],2,mean)
apply(nb.axis3[,5:6],2,mean)
sqrt(sum(apply(nb.axisl[,5:6],2,mean)"2))
sgrt(sum(apply(nb.axis2[,5:6],2,mean)"2))
sgrt(sum(apply(nb.axis3[,5:6],2,mean)"2))

image(1:768,1:768,img.train)

for(i in 1:length(nb.axis1[,1])){
lines(nb.axis1[i,c(1,3)],nb.axis1[i,c(2,4)])

}

for(i in 1:length(nb.axis3[,1])){
lines(nb.axis3[i,c(1,3)],nb.axis3[i,c(2,4)])

}

180*acos(apply(nb.axisl1[,5:6],2,mean)%*%apply(nb.ax

sgrt(sum(apply(nb.axisl[,5:6],2,mean)"2))/
sgrt(sum(apply(nb.axis3[,5:6],2,mean)"2)))/pi
rm(list=c("nb.indx","d","i"))
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# rm(list=c("img.train","cp","cp.sel"))
# rm(list=c("slot.mean","slot.sd","slot.mat"))
# rm(list=c("frob.dist","nb"))

# rm(list=c("nb.axis","nb.axis1","nb.axis2","nb.axis 3")

Wpaet: Identi kace zatkareho pednetu ve tkare textlii
Popis dleiych pronenrych

img.score { obraz obsahujc htku se zatkarym pgednetem
centers { seznam odhadnuych zkladnch bod

img.score<-as.matrix(ve_smeru_utku$zatkany predmet)

nb.directl<-apply(nb.axis1[,5:6],2,mean)
nb.direct2<-apply(nb.axis2[,5:6],2,mean)
nb.direct3<-apply(nb.axis3[,5:6],2,mean)
nb.direct4<-nb.direct3-nb.directl

first.center<-Best_approx(img.score,c(16,16),c(63,6 3),slot.mean)
if(first.center[1]-nb.direct1[1]>18)
first.center=Best_approx(img.scorefirst.center[1:2 ] -

floor(nb.directl)-2first.center[1:2]-
floor(nb.directl)+3,slot.mean)

centers<-as.matrix(t(first.center))
new.center<-first.center+c(nb.direct4,0)

if(new.center[1] < 18) new.center<-first.center+c(nb.d irect3,0)
while(new.center[2]<1982){
new.center<-Best_approx(img.score,floor(new.center[ 1:2])-2,

floor(new.center[1:2])+3,slot.mean)
centers<-rbind(centers,new.center)
old.center<-new.center
new.center<-old.center+c(nb.direct4,0)

if(new.center[1] < 18) new.center<-old.center+c(nb.dir ect3,0)
}
new.center<-old.center+c(nb.direct3,0)
if(new.center[2] >= 1982) new.center<-old.center+c(nb. direct2,0)
while(new.center[1]<1982){
new.center<-Best_approx(img.score,floor(new.center| 1:2])-2,
floor(new.center[1:2])+3,slot.mean)
centers<-rbind(centers,new.center)
old.center<-new.center
new.center<-old.center+c(nb.direct3,0)
if(new.center[2] >= 1982) new.center<-old.center+c(nb. direct2,0)
if(new.center[2] >= 1982) new.center<-new.center+c(nb. direct1,0)
}

cen.len<-dim(centers)[1]
for(i in 1:cen.len){
old.center<-centersJi,]

117



new.center<-old.center+c(nb.direct1,0)

while(new.center[1]<1982 & new.center[2]>18){
new.center<-Best_approx(img.score,floor(new.center| 1:2])-2,

floor(new.center[1:2])+3,slot.mean)

centers<-rbind(centers,new.center)
old.center<-new.center
new.center<-old.center+c(nb.direct1,0)

}

}

image(1:2000,1:2000,img.score,col=grey.colors(256))
points(centers[,1:2],col="gray")
points(centers[centers[,3]>66,1:2],col="red")

rm(list=c("nb.directl","nb.direct2","nb.direct3","n b.direct4",
"first.center”,"new.center"”,"old.center”,"cen.len", "1")

# rm(list=c("img.score","centers"))
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Rloha 2
Ulazky redukcesumu

Obraz@stisachovnice

Bvodn obraz

Odstraren sumu  simulovarym
zlanm

Nastaven parametu:
Smoothness = 5

Diagonal smoothnes = 5
Deviation from original = 0:4
Brightness = 0

Number of iterations = 10/
Number of threads = 1
Cooling schema =Logarithm
Cooling parametres = 1, 1000

Zamkery obraz
Nastaven parametu:
White error rate = 0.1
Black error rate = 0.1

Odstrarensumu metodou Steep-
est descent

Nastaven parametu:
Smoothness = 5

Diagonal smoothnes = 5
Deviation from original = 0:4
Brightness = 0

Number of iterations = 10
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Zamkery obraz
Nastaven parametu:
White error rate = 0.25
Black error rate = 0.25

Odstrarensumu metodou Steep-
est descent

Nastaven parametu:
Smoothness = 5

Diagonal smoothnes = 5
Deviation from original = 0:4
Brightness = 0

Number of iterations = 1¢°

Odstraren sumu
zlanm

Nastaven parametu:
Smoothness = 5
Diagonal smoothnes = 5
Deviation from original = 0:4
Brightness = 0

Number of iterations = 1¢°
Number of threads = 1
Cooling schema =Logarithm
Cooling parametres = 1, 1000

simulovarym
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