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Uvod

Cilem prace je studium Geometrického frakcionalniho pohybu. K tomu je
nutny patfiény matematicky aparat. Jeho studium je naplni prvnich éasti tetu.
Text je délen nasledovné: v prvni ¢asti jsou pripomenuty zakladni pojmy z teorie
ndhodnych procesti. Ve druhé ¢asti je predstaven Browntv pohyb a frakcionalni
Browntv pohyb. Jsou uvedeny jejich definice a zakladni vlastnosti, které budou
z velké ¢asti zapotiebi v pozdéjsich kapitolach. Treti ¢ast je vénovana geometric-
kému Brownovu pohybu. Nejprve se text vénuje zakladim martingal a poté je
predstavena konstrukce Itoova integralu podle Brownova pohybu a jeho zakladni
vlastnosti. V posledni ¢asti se text vénuje geometrickému frakcionalnimu Brow-
novu pohybu, specidlné jeho limitnim chovanim.

Na tvod je nutné fici, ze prace do znacné miry sdili téma s jiz na MFF
obhéjenymi (bakalarskymi) pracemi. Snaha autora je odchylit se od téchto praci
v co nejvetsi mite. Toho je docileno vynechanim (¢i uvedenim jen néznaku) du-
kazi uvedenych v jiz obhajenych pracich a naopak zamétreni se na dalsi vysledky
(napriklad Itévo lemma), které umoznuji (elegantnéjsi) studium geometrického
frakcionalnfho Brownova pohybu. Uplné vynechdn{ vysledkil uvedenych v jinych
pracich neni casto mozné, nebot jsou potieba v pokrocilejsich tvrzenich, ¢i jsou
zadouci pro uplnost textu.

Zakladem této prace je Browniv pohyb. Co se historického hlediska tyce,
tak oznaceni Brownova pohybu pochéazi z fyziky, kde je pojmenovano po Robertu
Brownovi, ktery ho v roce 1827 zdokumentoval. Jednoducha fyzikalni interpre-
tace Brownova pohybu je pohyb castice, kterd se v kazdém casovém okamziku ¢
hybe urcitym smeérem, ale pro libovolné malé h > 0 do ni v ¢asovém okamziku
[t,t + h] skoro jisté narazi jind ¢astice, a tedy smér pohybu ¢astice v case t + h je
jiny, nez v case t. Trajektorie ¢astice mé pak znadmou chaotickou podobu.



1. Nahodné procesy

V této kapitole pripomeneme zakladni pojmy z ndhodnych procesi, s kterymi
budeme pracovat po zbytek prace.

Definice 1. Necht (2,A,P) je pravdépodobnostni prostor, T C R. Rodina (redl-
nych) ndhodnijch velicin (Xt € T)) definovangch na (2,A,P) nazgvame (redlny)
ndhodny proces.

V celém textu se budeme zabyvat pouze redlnymi ndhodnymi procesy. Slovo
yrealny“ tedy budeme od ted vynechavat, ale vzdy ho myslime. Nahodny proces
muzeme chapat jako funkci dvou proménnych t € T a w € Q. Pro pevné t € T je
Xi(-) ndhodna velic¢ina. Pro pevné w € 2 je X(.y(w) funkci proménné ¢.

Definice 2. Bud X = (X;,t € T') ndhodny proces.
i) Pro pevné w € 2 se funkce X(y(w) nazjvd trajektorie procesu X.

it) Necht pro kazdé t € T existuje E[X;]. Pak funkci p, := E[X;] definovanou
na T nazyvdme stredni hodnotou procesu X .

iii) Necht pro kazdé t € T je E|X;|* < +oo. Potom funkci dvou proménngch
definovanou na T x T predpisem R(t,s) := E[(X; — p)(Xs — us)] nazveme
autokovariancni funkci procesu X . R(t,t) nazgvdme rozptyl procesu X v case
t.

Definice 3. Rekneme, Ze ndhodny proces (Xt € T) je

i) spojity, pokud md vSechny trajektorie spojité, tj. pokud Yw € Q : X(y(w) je
spojita na T.

i) skoro jisté spojity, pokud md skoro vsechny trajektorie spojité, tj. pokud je
Xy(w) spojité na T pro skoro vSechna w € .

ii1) centrovany, pokud ¥Vt € T : py = 0.

i) gaussovsky, pokud pro kaZdd ti,....t, € T md vektor (X, - ,X;,)" n-
rozmerné normdlni rozdélent.

Definice 4. Budte (Xt € T) a (Yt € T') nahodné procesy.
i) Rekneme, Ze (Y,t € T) je modifikaci procesu (Xt € T), pokud

VEeT:P(X,=Y,) =1.

ii) Rekneme, Ze procesy (Yt € T) a (Xt € T) jsou nerozlisitelné, pokud

PVteT: X, =Y,) =1.

Pro ndhodné procesy zavadime nasledujici znaceni: X = (Xt > 0) ~ Y =
(Yi,t > 0) <= X a Y maji stejnd kone¢nérozmérna rozdéleni.



Definice 5. Rekneme, Ze ndhodngj proces (X,,t > 0) je sobépodobnij s koeficientem
podobnosti H € R, pokud

Ya > 0: (Xat >0) ~ (Xt >0).

Predchozi definice je dulezita, nebot ji frakcionalni Browniiv pohyb splnuje.
Nésledujici definici budeme potrebovat pti dikazu Itéova lemmatu.

Definice 6. Bud (X;,t > 0) ndhodny proces. Bud ([X]2,t > 0) ndhodny proces
takovy, Ze pro kazdé t > 0 a pro kaZdou posloupnost déleni D™ = {0 =1, < t; <
v <ty < tpy,m €N, spligici || D™ — 0,n — 400, plati

VD2(71) i> [X]?7

n—-+o0o

kde

n—1

Vl%(") - Z (th‘+1 - Xti>2'

i=1

Pak ([X])?,t > 0) nazgvdme kvadratickou variaci procesu (Xy,t > 0).

Nésledujici dvé véty jsme si pro jejich dilezitost pri konstrukei (spojitych)
nahodnych procestt nemohli odpustit.

Véta 1 (Daniell-Kolmogorov). Bud {F;, 1, (21,...,2,)} konzistentni systém dis-
tribucnich funkci. Potom existuje ndhodny proces (Xt € T) takovy, Ze pro kazZdé
n € N, libovolné ty, ... t, € T a libovolnd redlnd 1, ... ,x, plati

P(th S L1y ath S xn) - E1,...,tn(x17 .. 7~Tn)
Diikaz. Viz [1], véta 1.10.3. O

Véta 2 (Kolmogorovova o spojité modifikaci). Bud (Xt > 0) proces spliujici
podminku
E|X, — X,|* < K|s —t|'" st >0,

pro néjaké K,a,6 > 0. Potom existuje spojitd modifikace procesu (Xt > 0).

Dikaz. [1], véta I11.5.8. O



2. Brownuv a frakcionalni
Brownuv pohyb

V téte kapitole se budeme vénovat frakciondlnimu Brownovu pohybu a jeho
specidlnimu pfipadu, (,,oby¢ejnému*) Brownovu pohybu. V matematice se misto
Browniiv pohyb castéji fika Wienertiv proces. Je poté hezké chapat Browntv po-
hyb jako fyzikalni jev a Wienertiv proces jako jeho matematicky model. Na druhou
stranu, zobecnéni Wienerova procesu se témér vzdy rika frakcionalni Browntuv
pohyb. My budeme v této praci pouzivat ndzev Browntv pohyb.

2.1 Zavedeni

Nyni zavedeme Browntv a frakcionalni Browniv pohyb.

Definice 7 (Klasicka definice Brownova pohybu). Ndhodng proces (Bt > 0)
nazyvame Brownovym pohybem, pokud

i) By =0 s.j. a (B,t > 0) je spojity.
it) Pro libovolné casové okamziky 0 < t; < ty < --- < t,, jsou (neprekryjvajici
se) prirustky procesu By, — By, ..., By, — By, _, nezdvislé nahodné veliciny.
iii) Pro libovolné t,s > 0 je By — By ~ N(0,|t — s|) a specidlné tedy B; ~
N(0,t),t > 0.
Definice 8. Bud H € (0,1). Frakciondlni Browniv pohyb s Hurstovym indexem
H je spojity centrovany gaussovsky proces (BH t > 0) s autokovariancni funkci
1
E[BI B = 5 (tQH + 527 |t — s|2H> , t,s > 0.

Prvni véc, co se musi ovérit, je existence. Tu zabezpecuje nasledujici véta.
Véta 3. Pro vsechna H € (0,1) existuje frakciondlni Browniv pohyb (BF ;t > 0).
Diikaz. Ukéze se, ze funkce (t,s) — 3 (tQH + s2H — |t — SPH) je pozitivné semide-
finitni a symetricka. Pak z Daniellov-Kolmogorovy véty mame existenci procesu,

ktery je centrovany, gaussovsky a ma danou funkci za svou autokovariancéni funkei.
Poté se ovéri podminka z Komlmogorovy véty o spojité modifikaci. ]

V celém dalsim textu, bude vzdy (B}t > 0) frakciondlni Browntiv pohyb a
(B¢,t > 0) bude vzdy Brownuv pohyb. Jiz jsme zminili, ze Browntiv pohyb je
specialnim pripadem frakcionalnitho Brownova pohybu. Dalsi véta toto zptresnuje.

Véta 4. (Bt > 0) je pro H = 1/2 Browniiv pohyb ve smyslu klasické definice.
Diikaz. Viz [1], véta 111.5.9. O

Ponékud sofistikovanéjsi nez klasicka je tedy nasledujici definice Brownova
pohybu.

Definice 9. Ndhodni proces (By,t > 0) nazyvame Brownovym pohybem, pokud
(By,t > 0) je spojity centrovany gaussovsky proces s autokovariancni funkci

1
E[BBy] = 5(75 + s — |t — s|) = min{t,s}, t,s > 0.



2.2 Zakladni vlastnosti

Nasledujici véty shrnuji zakladni vlastnosti frakciondlntho Brownova pohybu,
které budeme potiebovat v dalsim textu.

Véta 5. Pro frakciondlni Browniv pohyb (Bt > 0) plati:
i) B =0 s.j.

i) B ~ N(0,t21), ¢ > 0.

i) BE, — B ~ B t,s > 0.

Pro Browniiv pohyb méme rovnou z klasické definice nezavislost prirtistkii.

nasledujici véta.

Véta 6. Budte sit,h > 0,s+h <t a H € (0,1). PoloZme
p(s,t,h) = Cov (Bﬁh - B, B, - Bf) :

Pak

e p(s,t,h) >0 pro H >

N | =

e p(s,t,h) <0 pro H <

[

V tvodni kapitole jsme predeslali sobépodobnost frakcionalniho Brownova
pohybu. Toto zabezpecuje nasledujici véta.

Véta 7 (Sob&podobnost). Frakciondlni Browniv pohyb (BF .t > 0) je sobépo-
dobny s parametrem sobépodobnosti H, tj.

Va>0:(B2t>0)~ (a"BIt >0).
Diikaz. Viz [3], Proposition 2.2. ]
Nésledujici vlastnosti budeme potiebovat v posledni kapitole.

Véta 8 (Casové inverze). Polozme Xo =0 a X, = t* B ¢ > 0. Pak X;;t > 0
je frakciondlni Browniv pohyb.

Diikaz. Viz [3], Proposition 2.2. O

V dalsich kapitolach budeme potiebovat kvadratickou variaci Brownova po-
hybu. Nasledujici véta nam ji dava.

Véta 9. Bud (Bt > 0) Brownuv pohyb. Bud0 < a < b < co. Méjme posloupnost
délent
D™ ={a=ty<t;<-- <ty <t,=b}

intervalu [a,b] spliugict ||[D™|| — 0,n — +o0o. Potom
2
(B.-B._,) -2 b-a

n
‘ n—-+o0o
=1



Dikaz. Jeb—a = i (t; — ti—1). Polozime

i=1
n n

UV = [(Bti - Bti_1>2 — (ti — ti—l):| => X

i=1 =1

Pro i # 7 mame
E[X;X;] = E[Xi] - E[X]]
=F [(Bti — Bti_1)2:| —(t;—tic1)+ E [(Btj — Btj_lﬂ — (t; —tj-1)
=(ti—tic1) = (ti —tia) + (t; — 1) — (t; —t;-1) =0,

kde prvni rovnost je z nezavislosti prirtistkit Brownova pohybu a tfeti rovnost je
z faktu, ze By, — By,_, ~ N(0,t; — t;_1). Dale z vlastnosti normalniho rozdéleni
plati, ze

E[(B,— B)'| =3(t—s? 0<s <t

Tedy miizeme psat

E[ B, - B,.,) —(ti—ti_1)>2]

=F { —2(ti —ti—1) (Bt,' - Btz‘fl) + (ti — ti1)2]
= 3 — -2 (ti — ti_l)z + (ti - Zfz‘—1)2
:2(t —t 1)

Celkem tedy mame, ze
n

i=1 1<i<n i=1

2(b—a) < sup |t; — ti_1|> — 0,n — 400.

1<i<n

To spolu s definici ¢ dokonc¢uje dikaz. n

Véta 10 (Kvadraticka variace Brownova pohybu). Bud (Xt > 0) Browniv
pohyb. Pak pro jeho kvadratickou variaci ([X)? : ¢t > 0) plati

Vt>0:[X])? =t

Diikaz. Staci pouzit predchozi vétu s a = 0,b = t a uvédomit si, ze konvergence
v Lo implikuje konvergenci v pravdépodobnosti. O



Je dobte znamé (viz napiiklad [1] VII.1.8), Ze pro Brownuv pohyb (Bt > 0)
plati nasledujici verze zdkona iterovaného logaritmu:

B B
lim sup ! =1 s8j. a lgminfit:—l S.j.

t—+oo /2tloglogt —+oo /2t loglogt
Pro frakciondlni Browntiv pohyb plati analogické tvrzeni.

Véta 11. Plati

BH BH
limsup ————=cy s.j. a liminf ——>Et—ono-— =—cy s,
t—>+oop t"y/2loglogt L t—+oo tH,/2]loglogt o5
kde cy je néjakd vhodnd konstanta (zdvisejici pouze na H).

Diikaz. Viz disledek 3.1 z [4]. O

Predchozi tvrzeni budeme potiebovat v zavéru textu pti vysetfovani limitniho
chovani geometrického frakcionalniho Brownova pohybu.



3. Geometricky Brownuv pohyb

Cilem této kapitoly je zavést geometricky Browntiv pohyb. Ten se obvykle
definuje jako Teseni jisté stochastické diferencialni rovnice. Jako motivaci uvedme
nejprve tuto definici.

Definice 10. Geometricky Browniv pohyb je proces (Xt € [0,T]) spliujici rov-
nict
dXt = aXtdt + bXtdBt, XO = 29

na daném intervalu [0,T], kde a,b,xqg € Rb # 0 jsou dané a (Byt € [0,1]) je
Brownuv pohyb, kde pod pojmem ,splnujici rovnici“ je mysleno, Ze X, je ve tvaru

t t
X, :x0+/aXsds+/bXsst, te0,7],
0 0

kde prvnt integradl je Lebesqueuv a druhy Itouv.

Tedy abychom mohli geometricky Browntv pohyb studovat, musime védét,
jak je definovan Itouv integral podle Brownova pohybu

t
/ X, dB,.
0

Poznamenejme, ze It6uv integral neni jediny stochasticky integral. V predchozi
definici bychom mohli misto Itova integralu uvazovat napiiklad Stratonoviciv a
muzeme pak dostat jiny tvar feSeni. V tomto textu jiné stochastické integraly
nez Itoéuv vsak uvazovat nebudeme. Zavedeni Itoova integralu podle Brownova
pohybu je jednou z naplni této kapitoly. Dalsi bude odvozeni Itovy formule. Nej-
prve se ale vénujme martingaliim, jejichz teorii budeme pottebovat.

3.1 Martingaly

Definice 11. Systém o-algeber (F;)i>0 nazveme filtraci pravdépodobnostniho pro-
storu (Q,A,P), pokud zdrovern plati

e Vt>0:F, CA
e VO<t<s: F,CF,
Definice 12. Filtraci (F;)i>0 nazveme
i) dplnou, pokud Fy obsahuje vsechny mnozZiny nulové miry.

i) zprava spojitou, pokud pro kazdét >0 je Fy = (| Fith-
h>0

Dale rikame, Ze (Fi)i>o spliuje obvyklé podminky, pokud je uplnd a zprava spojitd.

V dalsim textu budeme predpokladat, ze vSechny filtrace splnuji obvyklé pod-
minky:.



Definice 13. Bud (F;)i>0 filtrace na pravdépodobnostnim prostoru (Q,A,P). Pak
usporddanou ctverici (2,A,(Ft)i>0,P) nazveme prostorem s filtraci.

Definice 14. Bud (2, A,(Ft)i>0,P) prostor s filtraci a (Xt > 0) ndhodny proces.
Potom (X¢,t > 0) nazveme

i) méritelngm, pokud zobrazeni (t,w) — X;(w) je méritelné vici A @ B(RY).

i) Fi-adaptovanym, pokud pro kaZdé t > 0 je ndhodnd velicina X; méritelnd
VUCT .Ft.

iii) JFy-progresivné meritelngm, pokud zobrazeni definované na 2 x [0,t] predpisem
(s,w) — Xs(w) je Fr @ B([0,t])-méritelné.

Definice 15. Méjme Browntiv pohyb (Bt > 0) a filtraci (F;t > 0). Rekneme,
Ze (Bt > 0) je Fi-Browniv, pokud (Bt > 0) je Fi-adaptovany a pro kazZdé
0 <t<sjsouF, a o(Bs— By) nezdvislé o-algebry.

Definice 16. Bud X = (X;,t > 0) ndhodny proces. Potom minimdlni filtraci,
viuci niz je proces (Xt > 0) adaptovany, nazjvame jeho prirozenou (kanonickou)
filtract a znacime ji (F{X)iso, tj. Fi¥ = o((Xs,s < 1)).

Nyni konecné miizeme zacit pracovat s martingaly.
Definice 17. Ndhodny proces (Mt > 0) na (2,.4,P) nazveme martingal, jestliZe:
e YVt >0: E|M| < o0,
e V0 < s<t:E[M|FM = M, s.j
Bud (Fi)i>o filtrace na (Q,A,P). (Mt > 0) nazveme Fy-martingal, jestliZe:
e YVt >0: E|M| < o0,
e V0 < s <t:E[M|Fs =M s.j.
e (Mt >0) je Fi-adaptovany.
Véta 12. Bud B = (By,t > 0) Browniv pohyb. Potom plati:
i) (Bt > 0) je martingal.
i) (B? —t,t > 0) je martingal.
Diikaz. Bud 0 < s < t. Ovérime martingalovou vlastnost.
i)
E|B|FP| = EB, - B.+ B.|FF| = E[B, - B.|FF| + B,
= FE[B, — Bs] + B; = By s.j.
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ii) S vyuzitim i) plati
E[(B} —t) = (B2 = 5)|F7]

= E[(B} = B)|F] = (t—s)
= E[(Bo+ By — B.)? - B2|FP] — (t — )
= EB?+2B,(B; — B.) + (B, — B.)* — B|FP| — (t — 5)
=2B.E B, — BJFE| + E[(B. - B.)?|FP] - (t—s)
=2B.E (B, — B + E (B, — B,)?| - (t — )
=04+(t—s)—(t—s)=0 sj.

[]

Definice 18. Bud p € N. Martingal (M;,t > 0) nazveme L,-martingalem, pokud
Vit > 0 : E[|[MP] < +o00. MnozZinu vsech spojitijch Fy-martingali, které jsou
zdrover, Ly-martingaly oznacime C My(F).

Véta 13. Zobrazeni p,, definované na CMy(F;) x CMy(F;) predpisem

o0

pm (X1, Y,) = ;; (;ﬁ\/min{l,E (X — Yk)2]}> , X1,Y: € CMy(F),

je metrika na CMy(F;), za podminky, Ze na CMy(F;) ztotoznime nerozlisitelné
procesy.

3.2 Itouv integral podle Brownova pohybu

V této casti zavedeme ItoUv integral podle Brownova pohybu. Konstrukce je
prevzata s poznamek z kurzu Stochasticka analyza. Dukazy v této casti lze najit
napiiklad v [7] nebo v [8]. Konstrukce v zdsadé pripomind konstrukci Lebesgue-
ova integralu. Nejprve se definuje [touv integral pro malou tfidu ,jednoduchych®
procest. Potom se vezme vétsi tiida procesii, v které jsou ,jednoduché® pro-
cesy husté. [totuv se pak definuje jako prislusna limita. Formalni konstrukce je
nasledujici.

Definice 19. Ndhodny proces (Xt > 0) nazveme Fi-jednoduchym, jestlize exis-
tuje rostouct redlnd posloupnost (t,)123, to = 0, 1_1)51_1 t, = 400 a k ni existuje

posloupnost ndhodngjch velicin (Y,,); 2 takovd, Ze pro kazdé n € Ny je Y, F, -

meritelnd, pro kazdé w € Q je sup|Y,(w)| < C < 400 pro néjakou vhodnou
n>0

konstantu C' € R a plati

Yw € Q V> 0: Xi(w) = Yo(w) Ty (t +ZY Y5001 (F)-

Mnozinu Fy-jednoduchijch procesi znacime Lo(Fy).
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Definice 20. Bud (X;,t > 0) F;-jednoduchy proces. Pak pro t > 0 definujeme
ndhodné veliciny

t

k—1
/XS B, = Yi(B, — B,) + Y Yi(Bi,., — By, t € (tptre],

kde (Bt > 0) je Fy-Browntiv pohyb. Ndhodny proces

t
(/XS dB.t > o)
0

nazveme Itéovym integralem jednoduchého procesu (Xt > 0).

Mame tedy Itotv integral jednoduchého procesu. Nasledujici dvé véty ukazuji
jeho vlastnosti.

Véta 14. Bud (Xt > 0) € Lo(F:) a (Be,t > 0) F-Browntdv pohyb. Potom

¢
i) (sz dBg,t > O) € CMy(F),
0

I
i) Vi >0: F szstl =0,
10

:EVXSstl.
0

i 2
t
i) V¢ >0: E (szst)
0

Véta 15. Bud a,b € R, (Xt > 0),(Yi,t > 0) € Lo(F) a (Bt > 0) Fi-Browniv
pohyb. Potom

t t t
VtZO:/(aXSerYs) st:a/Xsster/stBs 5.5
0 0 0

Nésledné vezmeme vhodnou mnozinu nahodnych procesti, na kterou rozsitime
definici Itoova integralu.

Definice 21. Mnozinu vech Fi-progresivné méritelnijch procesi (Xt > 0) ta-

kovych, Ze
t 2
VtE>0: F (/Xsds) < 400
0

oznacime Lo(Fy).

Véta 16. Zobrazeni py definované na Lo Fy) X Lo Fy) predpisem

(1
p2(X)Y) = 2kJmim {1,E

k=1

k
/(Xu Y2 du
0

} 7X7YE£2(E)7

je metrika na Lo(Fy), za podminky, Ze na Lo(Fy) ztotoZnime nerozlisitelné procesy.
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Véta 17. Mnozina Lo(F;) je hustd v (La(Ft),p2).

Véta 18. Bud X = (Xt > 0) € Lo(Fr). Pak existuje pravé jeden ndhodny proces
Y = (Y, t > 0) € CMy(F;) takovy, Ze pro kaZdou posloupnost (Z™ = (Zt("),t >
0))i% C Lo(Fy) spliiujici

lim py (ZM)Y) =0,

n—-+o0o

t
lim pp, ((/ Z™ 4Bt > o) ,Y) — 0.
n—-4o00
0

Definice 22. Za situace predchozi véty martingal (Yy,t > 0) nazjvame Itéovym
integralem procesu (Xt > 0). Pak znacime

plati

t
/XsdBS —Y,, t>0.
0

Rozsitili jsme tedy definici Itdva integralu na procesy z Lo(F;). Zbyva se pre-
sveédcit, ze vlastnosti [tova integralu odvozené pro jednoduché procesy zustaly
zachovany. To zabezpecuje nasledujici véta.

Véta 19. Budte (Xt > 0),(Y,,t > 0) € Lao(F),a,b € R. Potom pro kazZdé t > 0
plati:

t

t t
i) [ (aX,+bY,) dBy = a [ X,dB, +b[Y,dB,,
0 0 0

(¢
i) B szdBS] =0
0

i 2
t
iti) E ( [ X, st>
0

=F Vstdsl
0

Mame tedy vybudovany Itotv stochasticky integral podle Brownova pohybu
a mohli bychom se zajimat o geometricky Browntiv pohyb. Kromé definice a
zakladnich vlastnosti Itoova integralu nemame vsak zadny nastroj na reseni dané
integralni rovnice. V nasledujici podkapitole takovy nastroj odvodime.

3.3 Itoovo lemma

Zacneme se dvéma vysledky, které které jsou zajimavé sami o sobé. Jde vsak
o klicova fakta, potiebna pro diukaz Itdova lemmatu.

Lemma 20. Bud f spojita a omezend funkce na R. Méjme posloupnost deleni
D™ ={ty=0<t; - <ty <t,=t},n €N, spliujici ||[D™|| = 0,n = +oc.
Potom

J

n t
F(B, ) (B, — B, ,)* 2% / F(By)ds, n— +oo.
= 0

1

13



Diikaz. Ze spojitosti f a spojitosti Brownova pohybu mame konvergenci skoro
jiste

n ¢
Zf(Btjfl)(tj — tjfl) — /f(Bs> dS, n — +00.

Jj= 0

—

Staci tedy ukazat, ze
An =3 F(By, ) [(By, = By, )* = (t; — tj1)] =2 0, n = +o0.
=1

J

Polozme A; = t; —t;_1 a ABj := By, — By,_,. Necht i > j, Pak s vyuzitim
vlastnost{ podminéné stiedn{ hodnoty a toho, ze B? — ¢ je martingal, pocitejme

E|f(By, ) f(Bi.) ((AB;)* = ;) (AB)* = A)|
=F |E [f(Btjl)f(Btil) ((ABJ)Q - AJ) ((ABl)z o Al) thl]]
=E|f(B, )f(Bi ) (AB)* = A) E [((AB»Q -4 fH

—B[(B,)f(B.,) (ABY — A) E[(AB) - A)]] =0,

nebot E {(ABJ-)2 - Aj] =A; —A; =0. Z toho mame

S (B (B - &)

J=1

E|(4)°] =E

A tedy konecné, ze sobépodobnosti Brownova pohybu,

E [((ABj)2 _ Aj)Z]

N\gE

zeR

B[] < (su 00

7j=1

3

< ()-S5 st ot

zeR j=
< (SUP f2($)> L E[(B} —1)*] - ( sup [tj — tj—1|> DIV
TER 1<j<n j=1

=C- < sup |tj —tj_1|> — 0, n = +o0.
1<j<n

kde C' = (sup,eg f2(z)) - E[(B? — 1) - t < +o0. O
Véta 21. Bud (f(t),t > 0) spojity Fi-adaptovany. Bud
DM =f0=ty<t; < <tly_q<t,=t}

posloupnost déleni intervalu [0,t] spliugici ||D™]|| — 0,n — +o00. Potom
i=0

zn:f(tl) <Btz - Bti71> n%oo /f(s)st
0

Diikaz. Viz [8], véta 5.3.3. O
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Véta 22 (Itdovo lemma, Itéova formule). Bud (Bit > 0) Brownidv pohyb a
(FB)iso jeho prirozend filtrace. Bud f : (t,x) — f(t,x), f € C*([0, + o) x R).
Potom pro kazZdé t > 0 plati:

t t
F(8,B) — £(0,B,) :/(TSB ds+/ (5,B,)dB, + ;/(,)f Dds s.j.
0 0

Diikaz. Bud t > 0 libovolné pevné. Uvazujme posloupnost délenich D™ = {0 =
to <ty <+ <tp_1 <ty,=1t},n € Nintervalu [0,t]. S pouzitim Taylorova rozvoje
dostaneme

i
L

f(t,Br) — £(0,0)

—

f(ti+1aBti+1) - f(tUBtz)}

=0
n—1 o n—1 9
= Z a{(tiaBti)(ti-ﬁ-l —t) + Z ai(ti,Bti)(BtiH — By,)
=0 i=0
1n_182f 1 "= 182f
—1—5;%(151,31:)(3:#1 — B:,) S Z 52 (ti,By,)(t ir1 — ti)?
n—1 82]('
" Z;o Otox (ti, By ) (tiv1 — ) (B — Bri)
n—l n—1
+ Z O((tiy1 — t;)°) + Z O((By,,, — Bti)?’)
=0 =0

=A+B+C+D+FE+F+G.

Ze spojitosti derivaci f mame

t

n—1 8 o
A= Z a{(tz’Btz)<tZ+1 - tZ) —J> /f(S,Bs) d87 n — +00.

Déle, dle véty 21, mame

I
Kh

Z (1B (B, — Bu) /af(s,Bs) dB,, n — +o0.
a

i=0 0
Dle lemmatu 20 mame

1= 1 a2f Lo an
¢ = Z ox Q(t“Bt )(Bti+1 - Bti)2 —> 2 Or2 (8 B )d

Vime, ze konvergence v Ly implikuje konvergenci v pravdépodobnosti. Déle vime,
ze pokud posloupnost konverguje v pravdépodobnosti, tak existuje podposloup-
nost konvergujici skoro jisté (ke stejné ndhodne velicing). Misto vybrani podpo-
sloupnosti déleni predpokladejme, ze obé predchozi konvergence jsou skoro jisté.
To muzeme udélat, nebot vysledek pro A funguje pro libovolnou podposloupnost.
Déle, ze spojitosti spojitosti Brownova pohybu a toho, ze [0,t] je kompaktni
interval, je

at2 I

0% f

8t2(tBt)<MD na [0, s.j.,
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pro vhodné Mp € R. A tedy skoro jisté plati

1n_182f
D| == ti. By )(tiz1 —t)* < Mp -t- sup |tis1 —t;| = 0,n — +00.
D) 2% atQ( 1) (tiv )> < Mp OSign\ +1 |

Stejné tak, ze spojitosti Brownova pohybu, skoro jisté plati

n—1 82
|E| = ; %(tz‘aBn)(tm —t;)(Bt, — By,)
< Mg-t- sup |By,,, — By,

0<i<n

— 0,n — +o00.
Déle skoro jisté je
n—1 2
|F| < Mp- Y (1 — t)’ < < sup [tiy1 — tz|> “tMp — 0,n — +00.
"0 0<i<n

A nakonec, s vyuzitim znalosti kvadratické variance Brownova pohybu, plati

n—1
|G| < MG Z(Bti+1 - Bt¢)3
1=0
n—1
< MG ( sup ’Bt¢+1 - ‘Bti ) Z(BtH»l - Bti>2 L MG t-0= O,Tl — +00.
0<i<n =

Stejné jako vyse vsak miizeme predpokladat, ze konvergence je skoro jisté. Tim
je diikaz dokoncen. O

Nyni ukazeme, ze
1
X; = xgexp {bBt + at — 2b2t} ,t €[0T

je geometricky Browniv pohyb. Polozime f(t,x) := x¢exp{br + at — %th} a
Xt = f(t,Bt) Je

£(0,B5) = 0,
g{(t,x) ~ fta) - (a _ ;zﬂ) ,
Lty = s,
O () = (e -

a tedy, dle Itoovy formule a linearity Itdova integréalu, je

t t t
1 1
Xi=aot [ (0= 30%) fs.B) ds + [bf(s.B) B+ 5 [V 4(5,B.)ds
0 0 0

t

t t t
:xo+/af(s,Bs)der/bf(s,BS)dBS :a:0+/aXs ds+/bX5 B, sj.
0 0 0 0
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4. Geometricky frakcionalni
Brownuv pohyb

V této casti zavedeme geometricky frakciondlni Browntv pohyb. Tento proces
se definuje analogicky jako geometricky Brownuv pohyb, tj. jako feSeni stochas-
tické diferencialni rovnice. Uvedme nejprve tuto definici.

Definice 23. Geometricky frakciondlni Browniv pohyb je proces (Xt € [0,T))
splnugici rovnict
dX, = aX,dt + bX,dB, Xy = x

na daném intervalu [0,T], kde a,b,xo € R,b # 0 jsou dané a (BF,t € [0,T]) je
frakciondlni Browniv pohyb s Hurstoviym parametrem H € (0,1), kde pod pojmem
Lsplnugici rovnici “ je mysleno, Ze X, je ve tvaru

t t
Xt:x0+/aXsds+/bXsdBf,
0 0

kde prvnt integral je Lebesqueuv a druhy Wickouv-Itouv-Skorokhodiv.

Tato stochasticka diferencialni rovnice je podobna té, kterou jsme uvazovali pri
zavedeni geometrického Brownova pohybu. Hlavni rozdil je v typu stochastického
integralu. Nyni bychom se mohli zabyvat definici Wickova-Itéova-Skorokhodova
stochastického integralu, jeho vlastnostmi a ¢asem odvodit tvar feseni rovnice v
predchozi definici. Toto vSak z obtiznostnich a prostorovych divodi neuvadime.
Konstrukce véetné odvozeni tvaru geometrického frakcionalniho pohybu lze najit
v [5]. Pro nés pottebny vysledek zformulujeme do nésledujici véty:

Véta 23. Geometricky frakciondlni Browniv pohyb je proces tvaru
1
X; = xpexp {bBtH + at — QthQH} ,t €10,T]

Vidime, ze geometricky Browntv pohyb je opét specidlnim pripadem geomet-
rického frakcionalnitho Brownova pohybu. Nyni se zabyvejme vlastnostmi geome-
trického frakcionalniho Brownova pohybu.

Véta 24. Bud (X;,t € [0,T]) geometricky frakciondlni Browniv pohyb. Potom
plati:

i) Pokud je xo > 0, tak
1
Wt e [0.T]: X, ~ LN <10g wo -+ at — PP, b2t2H) .

Pokud je xq < 0, tak Xy md rozdéleni s hustotou f(x) = fin(—x), kde fry
je hustota LN (log(—xo) + at — b?t* p*t*H).

i) Yt € [0,T) : E[X¢] = zoe™,

ii) Vt € [0,T] : Var(X,) = 22 2ot (eb%”’ - 1) _
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Diikaz. Plati, ze Z ~ LN(u,0%) <= logZ ~ N(u,0?). Dale plati, Ze pokud
Z ~ LN (u,0%), tak

E[Z] = et

Var(Z) = (e”2 — 1) 2"

i) Pokud je xy > 0, tak pro kazdé t € [0,7] je
1 1
log X, = log.zo + bBf! +at — b ~ N <10g Zo +at — 262t2H,62t2H> ,

nebot Bf ~ N(0,t*H). Tvrzeni pro zy < 0 je trividlni.

ii) Pro 2o > 0 plyne z i) a vzorci pro lognormalni rozdéleni nahore. Pro zq < 0
pak plyne z linearity stfedni hodnoty.

iii) Analogické davody.

4.1 Limitni chovani

Nyni odvodime limitni chovani geometrického frakcionalniho Brownova po-
hybu.

Véta 25. Bud (Xt > 0) geometricky frakciondlni Browniv pohyb. Necht je
xg > 0. Pak

1. Pokud H = 3, pak plati:

1
2

a) pokud a < 1p2 tak
( ) 2
lim X; =0. s

t——+o00

b) pokud a > 1b%, tak
( 2
lim X; =400 s.j.

t——+o0

(c) pokud a = $b*, tak

limsup X; = 400 s.5. a liminf X; =0 s.j.

T—+00 T—+00

2. Pokud H > %, pak plati
lim X; =0 s.J.

t—-+o0

3. Pokud H < %, pak plati:

(a) pokud a >0, tak
lim Xt = +00 8]

t——+o0

(b) pokud a <0, tak
lim X;, =0 s.J.

t——+o00
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Diikaz. Vime, ze X; = x¢exp {bBtH +at — %bthH}. Projdeme jednotlivé piipady.

1. V tomto pripadé je X; = xgexp {bBt + at — %th}. Pouzijeme zakon itero-
vaného logaritmu pro ,,obycejny“ Browntv pohyb:
B
=1 sj. a liminf———==—1 sj. (%)

t—+o0 /2t loglogt

: By
lim sup

t—+o00 /2tloglogt

Je
. B,
lim sup

B,
————— = lim sup ——.
t—+oo /2tloglogt to—>+oot2£ V2tloglogt

Bud € > 0. Pak z definice limity existuje 1, Ze

B,
Vtg >ty : SUp ————
0=" tZ}ﬁ Vv2tloglogt
tedy {m :t > t1} je omezend shora skoro jisté. Analogicky najdeme

to, 7€ {ﬁ .t > to} je omezena zdola skoro jisté. Celkem je {ﬁ ;
t > max{ty,t2}} omezend skoro jisté. Dale plati

€ U(Le) s.j.,

1 1 2 B;
bBi+at — ~b*t =t | a— =b” + by/~ loglogt ———| .
! 2 ( 2 t 6708 Vv2tloglogt
Vyraz v zavorce ma skoro jisté limitu a — %b2, nebot b,/ % loglogt — 0,t —
+00 a ﬁ je na okoli nekonecna skoro jisté omezend. Pokud tedy
a < %bQ, tak

t—4o00

1
lim (bBt + at — 2b2t> =—00 sj.,

coz spolu s vétou o limité slozené funkce pouzité na exponencialu dava prvni
tvrzeni (1a) véty. Tvrzeni (1b) lze dokdzat analogicky. V pifpadé a = $b
je Xy = xoexp {bB,;}. Je

B
limsup zoe"” = lim sup {xo o (b 2o 10gt2t10é10gt> } '

t—+00 to—=+00 ¢>¢
Z vlastnosti lim sup, liminf a (%) je

B B
Vto @ inf ! <-1<1<su L

t>to /2t loglogt — tztlz V2tloglogt 5
Bud #; > 0 dané (a dostatecné velké, aby bylo vse nasledujici definované).
Vysetfenim prubéhu funkce /2t loglogt se snadno zjisti, ze funkce f(t) :=
Vv2tloglogt je rostouci a

sup /2t loglogt = +o0.

t>to

(i)

Tedy, pro kazdé b > 0 je

sup by/2t loglogt = +o0 (ii)

t>tg
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apro b <0 je
tlgtfo by/2tloglogt = —oo. (iii)
Ukazeme, ze
By
S = by/2tloglogt———— | =
gg ( 08108 2t log logt> oo 8 (x%)

Pro spor necht je S < +oo. Necht je b > 0. Z (ii) najdeme t; > to, ze

. . . B : .
byv/2t1loglogt, > S. Z (i) najdeme ty > tq, Ze W > 1 s.j. Protoze
f je rostouci, je i by/2tyloglogty > S. Tedy

B,
b\/2tyloglogty————=—— > S s.]j.
270810812 2ty log log to >

a to je spor. Necht b < 0. Z (ii) najdeme t; ze —b\/2t; loglogt, > S. Z (i)
najdeme ty > tq, Ze ﬁ < —1 s.j. Protoze f je rostouci a b < 0, je

i —b- f rostouci, a tedy je —by/2tsloglogts, > S. Celkem mame

B
by/2ts loglog ty————2 > by /25 loglogts > S s.j.
vV 2t2 IOg log tg

a to je opét spor. Protoze ty bylo libovolné, tak z (#x) jiz plyne

B,
Vitg : Sy, = by/2tloglogt————= -
0 ” ?;1}3 {:1:0 exp < m 2t log logt>} e

a proto i

lim sup X; = lim sup zoe??* = lim Sy, = +00 s.j..
t—+o00 t—-+o0 to—+o00

Dukaz pro liminf je analogicky s vyuzitim (iii) misto (ii).

. 'V tomto ptipadé je X, = zgexp {bBtH + at — 3b?t*7 L a H > 1. Pouzijeme
zakon iterovaného logaritmu pro frakcionalni Brownuv pohyb:

BH BH
li S liminf ————— = —
ltrilfiptH\/Zloglogt R L tH,/2Toglogt =)
Je
tht:
t—00

1 1 B
T 2H 1-2H _ 232 i -t
_tlggoxoexp {t (at 26 +b tQHQIOglogttH 210glogt)}'

Steind jako vide ; BH ( Siaké koli nekoned k
tejne jako vyse Je sy omezena na nejakém okoli nekonecna skoro

jisté, by/t=2H2loglogt — 0, t — +o00, a tedy posledni vyraz v kulaté za-
vorce ma limitu 0 skoro jisté. Limita vyrazu v zavorce je tedy skoro jisté
—%b2 < 0. Limita ve slozenych zavorkach je tedy skoro jisté —oo, coz uz
dava vysledek.
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3. V tomto pripadé je X; = zgexp {beI + at — %bztﬂl} a H < % Postup je
analogicky. Pokud a # 0, tak

tht:

t—o00
L L oom H-1 B/
U O e 1

Limita vyrazu v kulaté zavorce je skoro jisté a a tedy limita vyrazu ve
slozené zavorce je skoro jisté sgn(a) - (4+00) coz uz dava tvrzeni véty. Pokud
a =0, tak

1 1 B
i IRRT 2H - 2 T —t
tlggo Xy = tliglo$o exp {t ( 26 +0 tQHQIOglogttH 21og logt) } ’

Limita vyrazu v kulatych zavorkach je skoro jisté —%bZ < 0, a tedy opét
tlg]élo Xy =0 s.j.

]

Na zavér se podivejme se na simulované trajektorie geometrického frakcio-
nalniho pohybu v kontextu predchozi véty. Simulace jsou provadény v softwaru
MATLAB. Pouzity algoritmus je Abrytv - Sellantiv, jehoz popis lze najit napii-
klad v [6].

L lp— 1

Obrazek 4.1: Situace la) s H = =+, i

, @ = —

N
N

12 T T T
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Obrazek 4.2: Situace 1b) s H =

1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Obrazek 4.3: Situace 1c) s H = ,b

N =
|
[—

1 _
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i | M | i

) 500 1000 1500

Obrézek 4.4: Situace 2) s H = 0.6, a = -, b= L

450 500

Obrazek 4.5: Situace 3a) s H = 0.4, a = ﬁlo,b L
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o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
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Obréazek 4.6: Situace 3b) s H =0.2,a = — 2 b= L

100

12 T T

o] 50 100 150 200 250 300
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