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Uvod

Uloha prodavace novin, kterd spociva v nalezeni optimélnfho mnozstvi na-
koupeni produktu s ndhodnou poptavkou, aby maximalizovala ocekavany vydé-
lek za urcitou periodu, se zacala studovat na konci 20. stoleti. Je to standardni
problém objevujici se v raznych ekonomickych a manazerskych textech. Tento
problém byl pojmenovany po pouli¢nich prodavacich novin, ktefi rano nakou-
pili v tiskarné noviny a v pribéhu dne je prodéavali zakaznikiim. Cilem tlohy je
maximalizovat vydélek prodavace. V prvnich textech se objevuje problém pouze
jednoho prodavace. Nalezne se optimalni mnozstvi, které by mél nakoupit a podle
dalsich faktort se pridavaji vahy k tomuto mnozstvi. Faktory mohou byt pocasi
(v destivé dny bude chodit méné zékazniki), misto prodeje (v malé ulicce na
kraji mésta bude mensi poptavka nez na namésti), anebo den prodeje (mnoho
lidi nakupuje pres tyden a o vikendu nenakupuji). Tomuto problému se vénuje
napiiklad ¢lanek Casimira [1]. V dnesni dobé jiz prodavaci z ulic témér vymizeli,
ale problém si udrzel sviij nézev a zacal se rozvijet pro Sirsi pouziti. Uloha se jiz
neformuluje pro diskrétni systém (noviny), ale pro spojité systémy. Do problému
se pridavaji dalsi proménné, které ovliviiuji maximalni vydélek. Tyto proménné
jsou napiiklad sbérni hodnota (mnozstvi produktu, které se neproda v den pro-
deje, neztraci tiplnou hodnotu, ale proda se do sbéru) nebo penalizace (prodavac,
aby neztratil neuspokojenou poptavku, zaplati poplatek).

V tloze prodavace novin se casto predpoklada, ze v pripadé nedostatku zbozi
je neuspokojend poptavka ztracena. Nicméné produkty stejného typu, napr. tvar,
barva, velikost, mohou byt zaménény. V tomto pripadé muzeme tilohu rozdélit na
dva typy:

1. Firmou Fizené vymény.
2. Zakazniky tizené vymeény.

Firmou tizené vymény predpokladaji, ze vSechny produkty jsou tfidény do
urc¢itych trovni a jen produkty z vysich irovni miizou byt vymeénény za ty z nizsich
urovni. Firmou fizend vyména také znamena, ze dodavatel déla rozhodnuti pro
zakazniky, které produkty mohou zaménit. Zékazniky fizené vymény znamenaji,
ze si zakaznik sam rozhodne, zda chce sviij chtény produkt vyménit za jiny.
N&s problém se vice podobd zdkaznikem Tizené vyméné. Zakaznik, ktery u svého
prodavace nemuze nakoupit pozadované mnozstvi produktu, se rozhodne, zda
navstivi jiny stanek nebo odejde s prazdnou.

Zékazniky Tizené vymény se jesté dale rozdéluji na dvé kategorie. V prvni kate-
gorii zakaznici ptrichézeji ke stankiim podle nahodného procesu a sami si vybiraji
vymény podle uzitecnosti nebo vydélku. Ve druhé kategorii je kazdy produkt vy-
meénitelny za jiny s urcitou pravdépodobnosti zamény. Nahodna poptavka poté
urcuje mnozstvi produktu, ktery by si mél kazdy prodejce nakoupit. Prodejci si
timto mezi sebou ovliviiuji maximélni vydélky a vznika nam timto urcita ,hra'.
V tomto textu budeme nejprve uvazovat jednoho prodejce, na kterém ukézeme
prodéavaji stejny produkt. Budeme také uvazovat spojity systém a za periodu,
béhem které prodavaci prodavaji produkt, budeme uvazovat den. Resenim bude



vektor mnozstvi produktu, které by mél kazdy prodejce nakoupit, aby mél maxi-
malni vydélek. Na konci teoretické casti si ukazeme, ze ve slozitéjsim problému
existuje Nashova rovnovaha a nalezneme urc¢ité vlastnosti. V druhé ¢asti textu na-
lezneme iteracni algoritmus, ktery nalezne aproximované reseni naseho problému
a ukdzeme jeho pouzitelnost na numerickém prikladeé.



1. Jednoduchy problém

V prvnim oddile se budeme zabyvat nejjednodussi verzi problému. Zformu-
lujme si nyni nas problém:

Me¢jme pouze jednoho prodavace, jehoz tkolem je maximalizovat vydélek z
prodeje produktu béhem dne. Prodavac si na zac¢atku dne nakoupi mnozstvi pro-
duktu, které béhem dne prodava. Na konci dne neprodany produkt ztraci celou
svoji hodnotu. Predpokladejme také, ze prodavac¢ nemusi platit penalizaci za ne-
prodany produkt.

Definujme si tedy potiebné proménné:

O T prodejni cena

& Gt nakupni cena

¢ Qe mnozstvi nakoupeného produktu
o X poptéavka.

V definici r, ¢ a Q jsou deterministické X je spojitd ndhodnd veli¢ina s distri-
buéni funkei Fy a hustotou fx. Pro jednoduchost predpokladejme, ze F'x je ryze
rostouci. Dale plati 0 < ¢ < r, jinak by model nemél smysl. Definujme si nyni
funkci oc¢ekdavaného vydélku:

7(Q) = E[r min(Q,X) — cQ)] (1.1)

Prvni ¢len odpovida zisku z prodeje, druhy ¢len oznacuje cenu nakupu. Nyni se
pokusime najit feseni problému. Uvédomme si, ze prodavac ovliviiuje pouze mnoz-
stvi nakoupeného produktu. Nejprve si pripomeneme, co znamena pro funkci, ze
je konkavni na intervalu:

Definice 1. Rekneme, Ze funkce f : [ — R je konkduvni, jestlize:
Vo,y e Lx #y, VA€ (0,1) - f(Azr + (1= N)y) = Af(2) + (1= A) f(y)
A vyslovime postacujici podminku pro konkéavitu, kterou pouzijeme pozdéji:
Lemma 1. Necht f: [ — R. Jestlize f"(x) < 0 Vx € I, pak f je konkduvni.
Diikaz. 7 f"(z) <0, Vo € I vime, ze f'(z) je nerostouci. Vezméme si libovolné

Ty, To a X3, Ze 1 < Ty < x3. Z Lagrangeovy véty vime, Ze existuji ¢ € (x1,15) a
d € (z2,x3) takové, ze:

f(952) - f(xl) _ f’(c) a flx3) — f(%)

To — X1 XT3 — X2

= f'(d).



Z " nerostouci dostaneme f’(c) > f'(d), tedy:

f($2) - f(xl) > f($3) - f(%)

To — X1 T3 — T

(1.2)

Oznacme si A = 72=22. Potom 1 — A = 2= a 75 = Az1 + (1 — A)z3. Definujme
k= M\f(x1)+ (1 - /\)f( 3). PHimym Vypoctem dostaneme:
k—f(x) _ flas) — flz1) _ flas) —k

To — I T3 — I T3 — T2

Odtud a z (1.2) plyne, ze f(x2) > k a tedy:

Oz 4+ (1= Nag) > Af(z1) + (1= N) f(x3).

Mame tedy z definice konkavnost f.

O
Déle budeme potiebovat nasledujici lemma.
Lemma 2. V nasem modelu plati:
OE[(X - Q)] _
X > 1.3
g P > Q). (1.3
E[(Q-X)"]
= P(X . 1.4
50 (X <Q) (14)

Dukaz. Lemma dokazeme z definice derivace:

E(X-Q-h"-E[(X-Q)T] _
h

_ /_O:O (r - Q- h);— (x — Q)+fx(:1:)dx

Integral si rozdélime na tfi intervaly, které nasledné fesime. Na intervalu
(—00, @) jsou obé kladné casti nulové, tedy plati:

/Q (r—-Q—-h)"—(z—-Q)"
—c0 h

—/Q ufX =0

Na intervalu (@, @ + h) je jedna kladna ¢ast nulova a na druhou aplikujeme
odhad (z — Q) < h pro z € (Q,Q + h):

[ Qo — =0
Q h




— /QQM (z ;L Q) fx(z)dx < /QQHL fo(x)dx = /QQJrh fx(z)dr — 0.

h—0

Na intervalu (Q + h, 00) jsou obé kladné ¢asti nenulové a tedy dostaneme:

© (r-Q—-h)"—(z-Q)F _
/Q+h h fx(@)de =
= [, s == [ fe(a)de =

=—(1-F@Q+h) — —(1-F(Q)=—-P(X > Q).

h—0
V limitnim prechodu jsme pouzili spojitost distribuc¢ni funkce.
Celkove tedy dostavame:
OE((X —Q)'] _ El(X-Q—-h)"] - E[(X - Q)"]
= lim
0Q h—0 h

= —P(X>0Q)

Obdobné se ukaze druhy vzorec.
O

Véta 3. Mnozstvi produktu, které by mel prodavac koupit na zacdtku dne, aby
meél maximalni ocekdvany vydélek splnuje:

PX<Q)="_"F%

r

Funkce ocekdvaného vydélku je konkdvni v mnoZstvi nakoupeného produktu.

Diikaz. Vyjdeme ze vzorce o¢ekavaného vydélku a nasledné upravujeme:

m(Q) = E[rmin(Q,X) — Q] =
— E[r(X — (X —Q)") — cQ+ X — cX] =
=ErX —r(X —Q)" +¢(X - Q) — cX] =
=E[(r—oX —r(X -Q)" +c(X Q)" —c(Q - X)'] =

=E[r—oX —(r—oX -Q)" —¢(Q-X)"].
Nyni zderivujeme podle Q a podle Lemma 2 dostaneme:

om

90 @ = - 9PX >Q) -cP(X <Q) =



=(r—c(1—-PX <Q))—-cP(X<Q)=

=(r—c)—rP(X < Q).

Polozime derivaci rovnu nule a dostaneme:

PX<Q) =""F%
Zderivujeme podruhé podle Q:

*r

aT)Q(Q) = —1fx(Q)

Nebot r > 0 a hustota je nezaporna, z Lemma 1 dostavame znéni véty.

Definujme si jesté kvantilovou funkci, kterou pouzijeme pro vypocet optimal-

niho mnozstvi produktu.

Definice 2. Necht Fx je distribucni funkce néjaké nahodné veliciny X. Pro o €
(0,1) definujeme kvantilovou funkci Fyx'(a) :=inf(z : Fx(z) > a).

V nasem modelu predpokladame spojitou a ryze rostouci distribuc¢ni funkei,

tedy Fx(r) = a plati pravé tehdy, kdyz z = Fx'(a).

Nyni jiz mizeme udélat zavér této c¢asti. Uloha jednoho prodavace méa jedno-
znacné urcené optimalni feSeni, ozna¢me je Q°P'. Jedna se a mnozstvi produktu,
které by mél prodavac¢ koupit na zacatku periody, aby mél maximalni o¢ekavany

vydeélek. Toto Teseni je urceno jako kvantil:

Qo — F);l <7" - C) ‘

r

Vzorec je dobfe definovany, nebot r > ¢, tedy 0 < = < 1.



2. Sloziteéjsi problém a Nashova
rovnovaha

Nyni se zacneme zabyvat slozitéjsi ilohou. Zavedeme si tedy problém:

Uvazujme n prodavacli. Kazdy si na zacatku dne nakoupi urcité mnozstvi
produktu, které béhem dne prodava. Na konci dne vsechen neprodany produkt
neztraci hodnotu, ale proda se za mensi vydélek do sbéru. Uvazujme také, ze
firma nebo jednotlivec (déle jen zdkaznik), ktery si chce koupit néjaké mnozstvi
produktu, mé sviij oblibeny stanek. K tomuto stanku chodi kazdy den. Jestlize
prodava¢ nemuze uspokojit zakaznika, jelikoz nema dané mnozstvi produktu, za-
plati zédkaznikovi urcitou penalizaci. Penalizace mlze byt ve formé nakladi za
cestu, kterou musel zakaznik vynalozit i pTes to, ze nebyl uspokojen nebo napti-
klad jako uplatek, aby zakaznik prisel i dalsi den. Pokud zdkaznik nenajde chténé
mnozstvi produktu u svého prodavace, ma dvé moznosti. Bud si ten den nemusi
koupit produkt nebo miize zkusit dalsiho prodavace. Druhé situaci budeme rikat
zaména prodavaci. Cilem kazdého prodavace je maximalizovat sviij zisk z pro-
deje produktu.

Definujme si nyni vSechny potfebné proménné pro kazdého prodavace. Pro
vSechna i,j € {1,...,n}:

L TSSO PPPPRPN prodejni cena

O e nakupni cena

O S sbérni hodnota

O D penalizace

O Qi mnozstvi nakoupeného produktu

o X poptavka

L pomér zameény i-tého za j-tého prodavace.

Na tlohu klademe néasledujici predpoklady:

1. 0 <a;; <1 provsechna i,j =1,2,...n, i # j,
2. a;; = 0 pro vsechna ¢ = 1,2,....n,

3. 0<>%  ai; <1 provSechnai=1,2,..n,

4. r; > ¢; > s; pro vsechna ¢ = 1,2,...,n,

5. X;,1 € 1..n jsou nezavislé, spojité nahodné veli¢iny s distribu¢nimi funkcemi
Fx, a hustotami fx;,



6. X; <A < oo provsechnai=1,2,...,n,
7. Fx, je ryze rostouci na intervalu (0,A) pro kazdé i = 1,2,...,n.

Prvni a druhy predpoklad znamenad, ze pomér je vzdy nezaporny mezi nulou
a jednickou. Tteti znamena, ze soucet pomértu zameény i-tého pres vsechny j-té
prodavace je mensi nebo roven jedné. To znamend, Ze ne vSichni zdkaznici by
si koupili produkt u jiného prodavace. Dalsi nerovnosti jsou podobné tém, které
se nachazi v prvni ¢asti. Pridand je pouze sbérni hodnota, kterd by méla byt
mensi nez nakupni cena, jinak by tloha neméla smysl. Predposledni predpoklad
znamena, ze poptavka je shora omezena néjakym cislem A.

2.1 Skutecna poptavka a ocekavany vydélek

Predpokladame, Zze nakupujici mizou zaménit svého prodavace za jiného, de-
finujme si nyni novou, efektivni poptavku pro i-tého prodavace jako X¢:

n
Xi=Xi+ a;(X; — Q)"
j=1
J#1
Prvni clen je oc¢ekdvand poptavka lidi, kteri nakupuji pifimo u i-tého proda-
vace, druhy ¢len oznacuje, ze pokud nakupujici u svého j-tého prodavace nemiize
koupit chténé mnozstvi produktu, pak s néjakym pomeérem zamény dojde za i-tym
prodavacem.
Definujme pro kazdé ¢ € {1,...,n} funkci ocekavaného vydélku:

7i(Q) = E[rymin(Q;, X)) — ciQ; + s:(Qi — Xf)+ — pi( X} — Qi)ﬂ

Prvni ¢len je ptijem z prodeje produktu, druhy je ndkupni cena, tieti je bonus
za sbér a ¢tvrty clen je penalizace za neuspokojené zakazniky. Budeme se zabyvat
maximalizaci této funkce. Jediny prvek, ktery muze i-ty prodava¢ ovlivnit, je
mnozstvi nakoupeného produktu @);.

2.2 Analyza rovnovahy

Obdobné jako v prvni ¢asti ukazeme, ze funkce ocekédvaného vydélku je kon-
kavni v mnozstvi nakoupeného produktu:

Véta 4. Pro kazdé i € {1,...n} je funkce ocekdavaného vydélku m; konkdvni v
mnozstvi nakoupeného produktu Q);.

Diikaz. Vyjdeme ze vzorce ocekavaného vydélku a stejnym postupem jako ve
Vété 3 upravime:

m(Q) = E[r;min(Q;,X7) — ¢;Q;i + s;(Qi — X{)T — pi( X7 — Qi)' =

= E[(r; — ;) X{ — (ri — i + pi)(X] — Qi) " — (& — 8:)(Qi — X)7]



Nyni zderivujeme a diky Lemma 2 obdrzime:

87['2'
9Q;

(Q) = (ri —ci +pi) P(X{ > Qi) — (i — i) P(X{ < Qi) =

=(ri—ci+p)— (ri—si+pi) P(X7 < Q)
Vezméme druhou derivaci a dostaneme vzorec:

8271'2‘

0Qz

A tim je dukaz véty proveden.

(Q) = —(ri — si + pi) [x:(Qs)

O

Konkévita m; nam dava, ze existuje Nashova rovnovaha odvozend z prvni
derivace funkce m; podle @);. Cely dikaz existence bude uveden pozdéji. Nyni si
dokazeme nezbytné podminky optimality Nashovy rovnovahy.

Véta 5. Strategie Nashovy rovnovahy splnuje nasledujici podminky optimality:

Ti —CitDi

P(X; < Q) = Il

i =1,2,..n, (2.1)
kde QF je optimdlni mnoZstvi nakoupeného produktu.

Diikaz. Pro kazdé i € {1,...,n} vezméme prvni derivaci ofekdvaného vydélku z
predchoziho ditkazu a polozime rovno 0:

87@» e
0= TQ-(Q") = (ri —ci +pi) — (ri = si + pi) P(X} < Qi).
Odtud jiz tpravou dostaneme znéni véty:
POX; < Q) =
Ti — S +Di

O

Definujme si nyni, co znamena pro funkci, ze je supermodularni a uplny svaz
castecné usporadané mnoziny.

Definice 3. Funkce p : R®™ — R nazveme supermoduldrni, jestlize plati:

p(max(Q1,Q1),..., max(Q,,,Q;)) + p(min(Q1,Q7),... min(Qy,, Q7))
> p(Q') +p(Q%),

pro kazdé Q', Q* € R™ takové, ze Q' = (Q1,....QL) a Q* = (Q?,...,Q%).

Definice 4. Uplnym svazem nazveme castecné usporadanou mnozinu (X,<), ve
které existuji suprema i infima vsech podmmnozin.
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Nyni se dostaneme k hlavni vété této prace a to k existenci Nashovy rovno-
vahy. Jinak fec¢eno, v nasem problému existuje urcity element hry, ze prodavaci
si navzajem ovliviiuji maximélni vydélky.

Véta 6. V nasem modelu existuje Nashova rovnovdiha.

Cely dikaz je uveden v ¢lanku Huanga a kol. [2]. My si vétu dokézeme pouze
pron = 2.

Diikaz. Dikaz je prevzat ze ¢lanku Lippmana a McCardla [3]. Existence nam
plyne ze spojitosti, iplného svazu a supermodularity funkce ocekavaného vydélku.
Toto tvrzeni je dokazéno v textu Vivese [6]. Necht 71 a my jsou funkce ocekava-
ného vydélku prvniho a druhého prodavace a mnozstvi produktu, které mohou
prodavaci nakoupit je v intervalu [0, Q1] a [0,Q,], kde Q; = inf{Q : P(X; < Q) >
e Ziiﬁ} < 400 a @y = inf{@ : P(X; < Q) > %} < +4o00. Predpokla-
dejme, ze mnozstvi nakoupeného produktu prvniho prodavace je ()1 a druhého
prodavace Ry = —(@)s, coz je nekladné ¢islo. Toto predefinovani je pouzito v élanku
Lippmana a McCardla [3] a je pouze pro matematické ucely, mnozstvi produktu
se timto nezméni. Ve vysledku si druhy prodavac¢ zvoli mnozstvi Qo = —Ry. Uva-
zujeme, ze definicni obory funkei jsou nyni v intervalech [O,Ql] a [—QQ,O], coz je
uplny svaz. Funkce o¢ekavaného vydélku jsou predefinovany nésledovné:

71(Q1,Ry) = E[rymin(XT, Q1) — 1Q1 + 51(Q1 — X7)T — pr (X — Q1)7],
kde Xle = X1 + CL12(X2 + R2)+
ﬁg(@l,Rg) = E[T’Q min(XS, —RQ) + CQRQ + 82(—R2 — X;)Jr — pl(X2e + R2)+],

kde Xze = X2 + CL21(X1 — Q1)+.
DokéZeme spojitost. Necht (QF ,R5) jsou takové body, Ze limy . (QF,RY) =
(Q1,Rs). Potom:

lim 7, (Qf,R5) =
k—o0
= lim Efr min(X7, Q1) — @y +51(Q7 — XT)T = pi(X7 - Q)]

Vime, 7e min(X{, Q%) < Qi (QF — X0 < @1 a (X§ — Q)F < 2A. Také
vime, 7e Ty o0 min(X§ (), Q4) = min(X(w)), Qu), hmm@l X(w)* =
(Q1 — X¢(w)t a limy_ o (X¢(w) — QNT = (XE(w) — Q1) pro kazdy bod w.
Po zdméné limity a integrdlu dostaneme limy, o, 701 (Q%, RY) = 71(Q1,Ry). Odtud
plyne spojitost 71(Q1,Rs), stejné se udéla 7.

Nyni dokdze supermodularitu. PrepiSeme si funkce 71(Q1,R2) a 72(Q1,Rs)
nasledovné:

7f1(@1,R2) = E[(Tl — S +P1) min(Xfa Q1) - (Cl - Sl)Ql —plXﬂ,

7'?2(@1,R2) = E[(TQ — S9 —|—p2) min(Xze, —Rg) + (02 — SQ)RQ — pQXQE].

Vychazime z toho, ze plati 7, (Q1,,Rs) — 711 (Q1,,R2) neklesajici v Ry pro Q1, >
@1, prave tehdy, kdyz 7 je supermodularni. Tato vlastnost se nazyva rostouci
diference a ekvivalence je dokdzand v knizce Simchi-Leviho a kol. [5] kapitola
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druha Convexity and Supermodularity. Nyni si zafixujeme @)1, > @,. Mame
nasledujici rovnost:

7'Fl(Ck?haR?) - 7fl(Cng?R?) =
E{(r1 — s1 + p1)[min(X7, @1,) — min(X7, Q1,)] — (a1 — s1)(Q1, — Q1,) }-

Jelikoz je X7 rostouci pro Ry rostouci a rozdil minim je neklesajici v X7, tedy i
cely rozdil 71 (Q1,,R2) — 71(Q1,,R2) je neklesajici a mame tedy supermodularitu
funkce 7;. Supermodularita funkce 75 se dokdze obdobné.

Dokazali jsme tedy vSechny potrebné predpoklady pro existenci rovnovahy.
OJ

V ¢lanku Netessineho a Rudiho [4] je dokdzéano, Ze za piedpokladu >°7_; a;; <
1 pro vSechna ¢ = 1,2,...,n nebo >7;"; a;; < 1 pro vSechna j = 1,2,...,n, potom
je rovnovaha pravé jedna. V dikazu se pouzije, ze systém funkci ocekdvaného
vydélku splnuje Banachovu vétu o kontrakei, tedy existuje jeden pevny bod a ten
je praveé reSenim naseho problému.

Na zaveér si ukazeme jednu vlastnost rovnovahy a to, ze optimalni mnozstvi
nakoupeného produktu kazdého prodavace je omezené shora i zdola.

Véta 7. Proi € {1,..,n} md optimdlni mnoZstvi nakoupeného produktu i-tého
prodavace dolni mez @Q; a horni mez Q);.

Diikaz.  Optimalni mnozstvi nakoupeného produktu dosdhne dolni meze @,
jestlize (); — +o0 pro j-tého prodavace, j # i ve vzorci (2.1). Tedy dostaneme,
ze X{ = X,; a hodnotu dolni meze dostaneme vyfeSenim:

ri— G+ pi

Optimalni mnozstvi nakoupeného produktu dosdhne horni meze Q;, jestlize
Q; = 0 pro j-tého prodavace, j # i ve vzorci (2.1). Tedy dostaneme:

ri— G+ pi

P(X; < @) = =0,

kde Xf = XZ + 2?21 CLjin.
JF#i
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3. Aproximace a iteracni
algoritmus

V této sekci budeme odhadovat funkci efektivni poptavky pro kazdého pro-
davace. Nejprve si aproximujeme efektivni poptavku a nasledné vytvorime algo-
ritmus, ktery nam spocte priblizné feseni. Aproximace i algoritmus jsou prevzaty
z ¢lanku Huanga a kol. [2]. V ¢lanku Huanga a kol. [2] testuji algoritmus pro
rizné pomeéry zamén. Déle pro data z normalniho rozdéleni testuji zavislost, jak
korelace mezi poptavkami ovlivni mnozstvi, které by mél kazdy prodavac¢ nakou-
pit. V nasi praci si vyzkousime algoritmus pro ruzné poptavky z rovnomérného
rozdéleni, vypocteme priblizné mnozstvi, které by mél kazdy prodejce nakoupit
a zjistime jejich vydeélky.

3.1 Aproximace

Pro odhad podilii ndhodnych veli¢in pouzijeme podil stfednich hodnot.

Xf=Xi+ ) a;(X; — Q)" = Xy + ) a;i(X; — min(X;,Q;)) = Xi+
=1 =1
ji ji

" min(X;,Q;) & E min(X,,Q;) .
+ a-iX-<1—”>in—|— a-iX-<1— DI ) = X
jzl Jre>] X. Z ) EX.

j j=1 J
J#1 J#
Stredni hodnoty, které jsme pouzili v odhadu pocitame v algoritmu piimo z
rozdéleni. Nyni zaménime nas odhad X7 za X! ve funkci oc¢ekdvaného vydélku
i-tého prodavace, takze:

i~ 7= Elr; miﬂ(@i,Xf) — Qi + 5(Q; — vaﬁ — pi(Xf — Qi)'

Obdobné jako ve Vété 4 se d& dokazat, ze 7; je konkavni v );. Vezmeme-li
prvni derivaci funkce 7; vzhledem ke ();, optimalni feseni, které maximalizuje
vydeélek je dano jako:

Ti — Gt Di

P(Xze < Qz) = m,l = 1,2,...7TL

3.2 Iteracni algoritmus

Nyni vytvorime algoritmus, ktery nam spocte priblizné feseni aproximované
funkce ocekavaného vydélku. Algoritmus bude vylepsovat feseni, dokud nedo-
jde k nami zvolené trovni presnosti. Nejprve zvolime pocatecni vektor mnozstvi
nakoupeného produktu a presnost. Vytvorime dva cykly vnorené do sebe. Ve
vnittnim cyklu nahrazujeme ve vektoru mnozstvi nakoupeného produktu pomoci
inverzni distribu¢ni funkce z podminky ve Vété 5. Ve vnéjsim cyklu se divame
na absolutni hodnotu rozdilu mnozstvi nakoupeného produktu pti nahrazovani z
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vnittniho cyklu a pokud je pro vSechny hodnoty vektoru mensi nez tiroven pres-
nosti, tak cyklus skonci. Vysledny vektor nam udava priblizné mnozstvi produktu,
které by mél kazdy prodavac¢ nakoupit. Musime zdtiraznit, ze vysledny vektor neni
optimélni, ale je to pouze urcita aproximace kontrolovand nasi presnosti.

3.3 Programatorska cast

Pseudokodd algoritmu, ktery se pouzije v softwaru vypada nasledovné:

1.

Vytvorime pocédtecni vektor mnozstvi produktu QY takovy, Ze pro kazdé i
je QY = Fg}(%ﬁﬁ%),i =1,2,..,n, kde Fx' je inverzni distribu¢ni funkce k

X;. Mame tedy pocatecn{ vektor (Q?,Q9,...,Q°).

Zvolime troven presnosti a a polozime k = 1.

. Polozime 71 =1

Pro i-tého prodavade v k-té iteraci vypo¢teme mnozstvi produktu QF jako
> min(X;,Q% !
QF = Fgl(i=atri) kde X¢f = X; + S aX(1 — Emin(X;,Q; ")

Xe\ri—si+p; = EX; ) a ve
‘ JF

vektoru nahradime Q¥ za QF.

. Pokud i < n, pak i := i+ 1 a vratime se ke kroku 4.

Zkontrolujeme zda |Qf—Qf_1| < a pro kazdé ¢ = 1,..,n. Pokud neni splnéna
podminka, vratime se ke kroku 3. Jinak skonc¢ime algoritmus.

Q; ve vysledném vektoru je aproximované mnozstvi produktu, které by mél
nakoupit i-ty prodavac.

3.4 Numericky priklad

Numericky priklad bude poc¢itan v programu R. Hodnoty v tomto textu jsou
vypsany na 4 desetinné mista bez zaokrouhleni. Nas algoritmus si vyzkousime pro
dva prodavace a pro poptavku z rovhomérného rozdéleni. Nejprve si vygenerujeme
potiebné proménné a poté pro pét ruznych poptavek dostaneme teseni tilohy.

r; generujeme z R(500,1500),

pro dané r;, ¢; generujeme z R(0.5r;, 0.7r;),
pro dané r;, s; generujeme z R(0.1r;, 0.57;),
pi je generovano z R(0,150),

a;; je generovano z R(0,1.0) pro vSechna i # j,

Pro nas test byly vygenerovany nésledujici proménné:
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Prodej. ¢. Nékup. c. Sbér. h. Penalizace Pomér z.
1. prodava¢ 1025.2944 582.2559 130.5624  127.9861 0.9094
2. prodava¢  757.2803  425.3100 121.5453  145.2621 0.1768

Tabulka 3.1: Vygenerované hodnoty proménnych

Pomér zamény je v kolonce i-tého prodavace myslen jako zaména i za 7,
i.j € {12}, 1 #].
Zlomky Hi=¢itp:

T € {1,2}, které pouzijeme pii naslednych vypoctech vychazeji
pro prvniho prodavace 0.5583 a pro druhého prodavace 0.6111. Musime upozornit,
ze vysledné zlomky se lisi od vypoctu z vypsanych hodnot, nebot v programu jsou
proménné zapsany s daleko vétsim poctem desetinnych mist.

Nyni si pro kazdé i € {1,2} vygenerujeme pét ruznych hodnot X; z R(x;,y;),
kde x; je z R(50,100) a y; = x;+50*u, kde u generujeme z R(1.0,2.0). Dostavame
nasledujici hodnoty:

Poptéavka(X) 1 2 3 4 5
1. prodavac  137.6784 129.2741 68.2532 105.9370 72.3350
2. prodava¢  96.3999  140.0517 113.9392 124.5529 105.1533

Tabulka 3.2: Vygenerované hodnoty nahodné poptavky

Hodnoty v jednotlivych sloupcich jsou poptavky pro jeden den. Nastavime
uroven presnosti na o = 0.00001 a spustime iteraci. Vysledny aproximované reseni
pro jednotlivé poptavky jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

1 2 3 4 5
1. prodava¢ 105.9973 124.1373 106.8117 124.6428 118.8095
2. prodava¢ 158.4883 118.4521 95.2627 119.7683 125.5422

Tabulka 3.3: Vysledné aproximované mnozstvi

Vysledné hodnoty jsou pribliznym mnozstvim, které by mél nakoupit prodavac
na zacatku periody. Pro prehlednost vykreslime vysledek do grafu nize.
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N O ¢ 2_prodavaé
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1 2 3 4 5
Pokusy
Vydeélky () 1 2 3 4 5

1. prodava¢ 42906.15 53851.29 15777.17 39241.88 11055.00
2. prodava¢ 31457.78 35506.39 28911.40 39064.50 28714.41

Tabulka 3.4: Zisky prodavacit

Vysledné vydélky jednotlivych prodavacu jsou uvedeny v tabulce (viz.

Pomoci algoritmu jsme tedy nalezli aproximované feseni naseho problému.
Kazdy prodava¢ by mél nakoupit mnozstvi produktu uvedené v tabulce (3.3)) a
jeho zisk z prodeje je uveden v tabulce (3.4)).

16



4. Zaver

V tomto textu jsme se zabyvali problémem, ktery se nazyva Trh prodavaci
novin. Problém jsme prevedli do spojitého systému a diskutovali problematiku
reseni. Nejprve jsme si zavedli nas problém a na jednoduchém prikladu, kde jsme
neuvazovali vedlejsi faktory, jsme si dokazali néktera zakladni lemmata a véty.
Jako Teseni jsme nasli zlomek, ktery se pouzije pti vypoctech optimalniho mnoz-
stvi nakoupeného produktu.
dalsi vydaje a prijmy jednotlivych prodejcii. Obecné jsme je pojmenovali sbér
a penalizace. Sbér byl pokladan za prijem z neprodaného mnozstvi produktu a
penalizace jako vydaje z neuspokojené poptavky. Zde jsme jiz ukazali, ze v nasem
problému existuje tzv. Nashova rovnovaha a ukazali jsme nékteré jeji vlastnosti.

V zavérecné ¢asti jsme aplikovali nase vysledky na numerickém prikladé. Apro-
ximovali jsme si efektivni poptavku a pouzitim itera¢niho algoritmu jsme nalezli
priblizné reseni naseho problému. Tento postup jsme néasledné pouzili na pét riz-
nych poptavek s distribuc¢ni funkei z rovnomérného rozdéleni.
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