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K p̌rednášce obecně

trochu sḿıcháme následuj́ıćı položky:

◮ lineárńı harmonický oscilátor

◮ fonony (v harmonické aproximaci)

◮ klasická a kvantová statistika

◮ Fermiho zlaté pravidlo

◮ Mössbauer̊uv jev

◮ teorie rozptylu na krystalech

(snad bude výsledná směs stravitelná . . . )



1 Úvod

• nehybné atomové jádro p̌ri
p̌rechodu z excitovaného do
základńıho stavu vyzǎruje foton s
vlnovým vektorem K a s frekvenćı
Ω0 danou energetickým rozd́ılem
∆E obou stavů;
p̌rechod je způsoben interakćı
vniťrńıch stupňů volnosti jádra s
elektromagnetickým polem

• v p̌ŕıpadě volného jádra se d́ıky
zpětnému rázu (zachováńı impulsu
a energie) vyzá̌ŕı foton s frekvenćı
Ω menš́ı než Ω0

jádro foton

excit.

zákl.

∆E

∆E = ~Ω0

Ω,K



Spektra EM zá̌reńı od jediného jádra (na počátku v klidu)
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jádro
pevné
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Spektra EM zá̌reńı od souboru jader v ideálńım plynu:
závislost na teplotě T

spektrum emisńı spektrum absorpčńı
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• pro jádra v ideálńım plynu:

◮ i p̌res vliv zpětného rázu na frekvenci fotonů může doj́ıt k
tzv. jaderné rezonančńı absorpci, která je poměrně slabá –
je možná jen d́ıky p̌rekryvu emisńıho a absorpčńıho spektra

◮ intenzita rezonančńı absorpce s klesaj́ıćı teplotou klesá

• pro jádra v pevné látce (R. L. Mössbauer, 1958):

◮ intenzita rezonančńı absorpce s klesaj́ıćı teplotou roste

◮ emisńı a absorpčńı spektra el.-mag. zá̌reńı se kvalitativně
zásadně lǐśı od spekter v plynech
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Spektrálńı hustota (jako funkce frekvence Ω) el.-mag. zá̌reńı
emitovaného z jádra: (a) pevného, (b) volného, (c) v poli
jediného harmonického oscilátoru, (d) v pevné látce.



• jádro v pevné látce vyzǎruje fotony s frekvencemi
změněnými od Ω0 o frekvence z fononového spektra;
kromě toho je však v emisńım spektru p̌ŕıtomna též složka
s nezměněnou frekvenćı Ω0 (Mössbauer̊uv jev)
=⇒ možnost pozorováńı jaderné rezonančńı absorpce

• jednoduché vysvětleńı Mössbauerova jevu, založené na
potlačeńı vlivu zpětného rázu v důsledku veliké hmoty krystalu
(vzhledem ke hmotě jediného jádra), je nedostatečné, nebot’
zcela ignoruje vliv fononů (kmit̊u krystalové mř́ıžky)

• hodnoty pro jádro 57Fe:
energie jaderného p̌rechodu 14 keV,
p̌rirozená š́ı̌rka čáry 5× 10−9 eV,
energie zpětného rázu 2× 10−3 eV
(typická energie fononů v bcc železe 3× 10−2 eV)



Zabudováńı jednoho jádra do krystalu
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naivně: tuhé vazby, realisticky: elastické vazby,
nehybná jádra kmitaj́ıćı jádra (fonony)

• v naš́ı elementárńı teorii Mössbauerova jevu pojednáme:

složka problému způsob popisu
elektromagnetické pole klasicky
jádro: pohyb těžǐstě klasicky/kvantově
jádro: vniťrńı stupně volnosti kvantově

a k tomu využijeme Fermiho zlatého pravidla



Fermiho zlaté pravidlo (malé repetitorium)

• uvažujeme dva vlastńı stavy |i〉 a |f 〉 a p̌ŕıslušné vlastńı
hodnoty Ei a Ef časově nezávislého neporušeného
hamiltoniánu Ĥ0 a dále uvažujeme časově závislou poruchu

Ĥ ′(t) = V̂ exp(iΩt) + V̂+ exp(−iΩt)

• pravděpodobnost p̌rechodu za jednotku času ze stavu |i〉 do
stavu |f 〉 vyvolaná tou poruchou je (p̌ri Ω > 0 a Ei > Ef )
dána vztahem

wi→f ∼
∣

∣

∣
〈f |V̂ |i〉

∣

∣

∣

2

δ(~Ω+ Ef − Ei) ,

p̌ričemž konečné hodnoty se źıskaj́ı nap̌r. integraćı p̌res
spojitou frekvenci Ω



2 Klasický popis pohybu jader

◮ el.-mag. pole i kmity jader – klasicky

◮ vniťrńı stupně volnosti jader – kvantově

2.1 Jádro v poli jednoho oscilátoru

• nejprve uvažujme jádro o hmotě M pohybuj́ıćı se pouze
ve směru vlnového vektoru K; jádro je pod vlivem jediného
harmonického oscilátoru s frekvenćı ω (ω ≪ Ω0), tj. časová
závislost výchylky jádra q(t) je dána periodickou funkćı

q(t) = q cos(ωt) +
p

Mω
sin(ωt) , (1)

kde q a p znač́ı hodnotu výchylky a hybnosti v čase t = 0



• frekvenci el.-mag. zá̌reńı označ́ıme Ω; pro vlnové délky zá̌reńı
mnohem věťśı než rozměry jádra lze časově závislý interakčńı
hamiltonián Ĥ ′(t) psát ve tvaru

Ĥ ′(t) = Ĥ ′

nucl exp(iΩt) exp[−iKq(t)] + h.c. , (2)

kde operátor Ĥ ′

nucl popisuje interakci vniťrńıch stupňů volnosti
jádra s (časově i prostorově konstantńım) el.-mag. polem

• poznámka:
Porucha Ĥ ′

nucl exp(iΩt) vede podle Fermiho zlatého pravidla k
p̌rechodu mezi stavem jádra počátečńım (|i〉 – excitovaným) a
konečným (|f 〉 – základńım) s pravděpodobnost́ı p̌rechodu za
jednotku času ∼ |〈f |Ĥ ′

nucl|i〉|2 δ(Ω− Ω0), což odpov́ıdá
emisńımu spektru nehybného jádra.
Nás ovšem zaj́ımá vliv faktoru exp[−iKq(t)] v rov. (2).



• k periodické funkci exp[−iKq(t)] zavedeme Fourierovy
koeficienty Cn (závislé na počátečńıch podḿınkách p, q)

exp[−iKq(t)] =
∞
∑

n=−∞

Cn exp(inωt) ; (3)

s nimi lze časovou závislost poruchy Ĥ ′(t) (2) psát ve tvaru

Ĥ ′(t) = Ĥ ′

nucl

∞
∑

n=−∞

Cn exp[i(Ω + nω)t] + h.c. . (4)

Tato časová závislost obsahuje nekonečně mnoho frekvenćı,
což vede k pravděpodobnosti p̌rechodu za jednotku času
závislé na frekvenci Ω podle vztahu



wi→f (Ω) ∼
∞
∑

n=−∞

|Cn|2 δ(Ω + nω − Ω0) , (5)

tj. p̌rechody budou nastávat pro frekvence Ω posunuté
vzhledem k Ω0 o celistvé násobky frekvence oscilátoru nω,
a to s intenzitami úměrnými |Cn|2.

• koeficienty Cn splňuj́ı sumačńı pravidlo
(důsledek | exp[−iKq(t)]| = 1 a Parsevalovy rovnosti)

∞
∑

n=−∞

|Cn|2 = 1 , (6)

takže relativńı zastoupeńı složky s nezměněnou frekvenćı Ω0

v emisńım spektru je dáno veličinou C 2
0 (C0 je reálné)



• explicitně lze Cn źıskat z Besselových funkćı Jn(z)
a ze vztahu

exp(iz sin t) =
∞
∑

n=−∞

Jn(z) exp(int) ; (7)

vyjde mj. C0 = J0(Kr) a |Cn|2 = J2
n (Kr),

kde r 2 = q2 + [p/(Mω)]2

• experimentálńı ově̌reńı spektra podle rov. (5) lze źıskat
pomoćı dvou stavů (základńıho a excitovaného) iontu (nikoliv
jádra) uvězněného v mikroskopické pasti;
v́ıce nap̌r. v Čs. čas. fyz. 64 (2014), č. 1, str. 25



Spektroskopie na p̌rechodu 2S1/2 → 2D5/2 iontu 199Hg+

[Čs. čas. fyz. 64 (2014), č. 1, str. 25]



• p̌ri experimentech na souboru identických jader v termo-
dynamické rovnováze s teplotou T bude frekvence Ω0

zastoupena v emisńım spektru s relativńı intenzitou 〈C 2
0 〉,

kde 〈. . . 〉 znač́ı statistické sťredováńı p̌res proměnné p, q,
což jsou počátečńı podḿınky pro časovou závislost výchylky
q(t) podle rov. (1). Pro 〈C 2

0 〉 lze źıskat dolńı odhad:

〈C 2
0 〉 ≥ 〈C0〉2, 〈C0〉 = exp

(

− K 2

2
〈q2〉

)

, (8)

který dokazuje, že komponenta s původńı frekvenćı Ω0 bude
ve spektru vždy p̌ŕıtomna. Zde 〈q2〉 ∼ T znač́ı statistickou
sťredńı hodnotu kvadrátu výchylky jádra.
Poznamenejme, že 〈C0〉 udává statisticky vysťredovanou
hodnotu komplexńı funkce (3), což je amplituda (nikoliv
intenzita) studovaného děje.



• p̌resný výpočet 〈C 2
0 〉 s využit́ım (7) vede k výsledku

〈C 2
0 〉 = exp

(

−K 2〈q2〉
)

J0
(

iK 2〈q2〉
)

= exp
(

−K 2〈q2〉
)

(

1 +
K 4

4
〈q2〉2 + . . .

)

, (9)

který ukazuje, že dolńı odhad (8) je velice dobrým vyjáďreńım
pro malé hodnoty K 2〈q2〉, s relativńı chybou řádu K 4〈q2〉2

〈q2〉

T
0

〈C 2
0 〉

T
0

1



Klasická statistika pro harmonický oscilátor

• pro jediný lineárńı harmonický oscilátor s hmotou M

a frekvenćı ω máme hamiltonián

H(P,Q) =
P2

2M
+

Mω2

2
Q2

• Boltzmannova statistika (kanonické rozděleńı) p̌ri teplotě T

pak dává následuj́ıćı vztahy pro statistické sťredńı hodnoty
(horńı vztah – ekvipartičńı teorém):

1

M
〈P2〉 = Mω2〈Q2〉 = 〈H(P,Q)〉 = kBT ,

〈exp(cQ)〉 = exp

(

c2

2
〈Q2〉

)

,

kde c je libovolná (i komplexńı) konstanta



2.2 Jádro v pevné látce

• uzlové body (vektory) Bravaisovy mř́ıžky znač́ıme R a
bereme je ve velkém, ale konečném krystalu s periodickými
okrajovými podḿınkami;
celkový počet uzl̊u v tomto krystalu je N = L3

• značeńı: výchylky jader
z rovnovážných poloh – qR = {qRα} = (qRx , qRy , qRz),

p̌ŕıslušné impulsy – pR = {pRα} = (pRx , pRy , pRz),

kde index α = x , y , z č́ısluje kartézské složky vektor̊u

• rovnovážnou polohu vyzǎruj́ıćıho jádra voĺıme v počátku
Bravaisovy mř́ıžky (R = 0); faktor exp[−iKq(t)] v rov. (2)
nahrad́ıme výrazem exp[−iK · q(t)], kde q(t) = q0(t)



• od původńıch soǔradnic {qRα, pRα} p̌rejdeme k tzv.
normálńım soǔradnićım (fononovým módům) {Qkj ,Pkj}
pomoćı vztahů

qRα =

√

2

N

BZ
∑

k

3
∑

j=1

cos[k · R− (π/4)] e(j)α (k)Qkj ,

Qkj =

√

2

N

∑

R

∑

α

cos[k · R− (π/4)] e(j)α (k) qRα , (10)

a podobně pro impulsy {pRα} a {Pkj}.
Zde k je kvazispojitý vektor z 1. Brillouinovy zóny (BZ),

j = 1, 2, 3 č́ısluje větev fononového spektra a {e(j)α (k)} =
= e(j)(k) je polarizačńı vektor kj-tého fononového módu

s obvyklou ortonormalizaćı:
∑

α e
(j)
α (k)e

(j ′)
α (k) = δ(jj

′).



• transformace (10) mezi {qRα} a {Qkj}
(a též mezi {pRα} a {Pkj}) je reálná ortogonálńı;
transformace {qRα, pRα} ←→ {Qkj ,Pkj} je kanonická

• technická poznámka:
Transformace (10) odpov́ıdá tzv. Hartleyově transformaci;
obvykle se zde použ́ıvá transformace Fourierova, daná
záměnou cos[k · R− (π/4)] → exp(±ik · R) v rov. (10).
Vzhledem ke vztahům

exp(±ik · R) = cos(k · R)± i sin(k · R),√
2 cos[±k · R− (π/4)] = cos(k · R)± sin(k · R),

jsou obě transformace matematicky ekvivalentńı. Výhodou
Hartleyovy transformace je reálnost všech veličin v rov. (10).



• normálńı soǔradnice pro Bravaisovy mř́ıžky (pár poznámek)

◮ hamiltonián systému v původńıch soǔradnićıch je
(systém 3N svázaných harmonických oscilátor̊u)

H =
1

2M

∑

Rα

p2
Rα +

1

2

∑

R′α′,Rα

qR′α′ Φα′α
R′R qRα ,

kde reálná symetrická matice Φα′α
R′R

(= Φαα′

RR′)

je invariantńı vůči translaćım (Φα′α
R′R

= Φα′α
0,R−R′)

a prostorové inverzi (Φα′α
0,−R = Φα′α

0R )

◮ v obecném p̌ŕıpadě vyžaduje transformace k normálńım
soǔradnićım nalezeńı spektra (tj. vlastńıch vektor̊u a
vlastńıch hodnot) matice Φα′α

R′R
s dimenźı 3N × 3N



◮ v p̌ŕıpadě Bravaisových mř́ıžek se problém silně zjednoduš́ı
využit́ım reciprokého prostoru

◮ pro reciproký vektor k zadefinujeme matici dimenze 3× 3

Φ̃(k) = {Φ̃α′α(k)} s elementy

Φ̃α′α(k) =
∑

R

cos(k · R) Φα′α
0R ,

což je reálná symetrická matice

◮ jej́ı vlastńı hodnoty jsou Mω2
j (k), j = 1, 2, 3,

kde ωj(k) jsou frekvence (akustických) fononů;

p̌ŕıslušné vlastńı vektory {e(j)α (k)} = e(j)(k)
jsou polarizačńı vektory fononových módů



• původńı hamiltonián soustavy kmitaj́ıćıch jader (všechna
jádra shodná) p̌rejde v normálńıch soǔradnićıch do tvaru

H =

BZ
∑

k

3
∑

j=1

[

P2
kj

2M
+

Mω2
j (k)

2
Q2

kj

]

, (11)

což odpov́ıdá systému 3N nezávislých lineárńıch harmonických
oscilátor̊u. Zde ωj(k) jsou frekvence fononových módů.

• v normálńıch soǔradnićıch a se složeným indexem s ≡ (kj)
vyjde pro výchylku emituj́ıćıho jádra q(t) = q0(t):

K · q(t) =
∑

s

κsQs(t) , κs =
1√
N

K · e(j)(k) , (12)

tj. jednotlivé fononové módy vstupuj́ı do fáze el.-mag. vlny
s efektivńımi vlnovými č́ısly κs , p̌ričemž κs → 0 pro N →∞



• z nezávislosti normálńıch módů plyne, že v emisńım spektru
budou obsaženy frekvence Ω = Ω0 +

∑

s nsωs , kde všechna
ns jsou celá č́ısla a ωs = ωj(k);
relativńı intenzita f čáry s frekvenćı Ω0 (tj. všechna ns = 0)
bude pak dána součinem výraz̊u 〈C 2

0 〉 z rov. (9) p̌res všechny
módy; vyjde nám pro ni vztah

ln f = −
∑

s

κ2
s

〈

Q2
s

〉

+ Z ,

Z =
∑

s

ln
[

J0
(

iκ2
s

〈

Q2
s

〉)]

. (13)

Zde prvńı sumu lze podle rov. (12) ztotožnit s 〈(K · q)2〉
(d́ıky nezávislosti normálńıch módů), zat́ımco člen Z v limitě
nekonečného krystalu (N →∞) vymiźı (Z → 0).



• výsledek tedy je

f = exp
[

−
〈

(K · q)2
〉]

, (14)

což je tzv. Lambův-Mössbauer̊uv faktor: relativńı intenzita
čáry s neposunutou frekvenćı Ω0 je dána sťredńı hodnotou
kvadrátu výchylky jádra ve směru emitovaného fotonu

〈(K · q)2〉

T
0

f

T
0

1



• důkaz vztahu
∑

s κ
2
s 〈Q2

s 〉 = 〈(K · q)2〉 :
Podle rov. (12) máme K · q =

∑

s κsQs , což dává

〈

(K · q)2
〉

=

〈

∑

ss′

κsκs′QsQs′

〉

=
∑

ss′

κsκs′ 〈QsQs′〉 .

Ovšem d́ıky statistické nezávislosti r̊uzných módů plat́ı

pro s 6= s ′: 〈QsQs′〉 = 〈Qs〉〈Qs′〉 = 0,

a tedy pro všechny dvojice s, s ′: 〈QsQs′〉 = δss′〈Q2
s 〉,

takže
∑

ss′

κsκs′ 〈QsQs′〉 =
∑

s

κ2
s

〈

Q2
s

〉

,

č́ımž je důkaz hotov.



• nástin důkazu limity Z → 0 pro N →∞ v rov. (13):

◮ délkový rozměr krystalu je La, kde a je mř́ıžkový parametr
a L = N1/3; nejmenš́ı nenulový k vektor má tedy velikost
kmin ∼ 1/(La) a p̌ŕıslušná nejmenš́ı frekvence ωs je
ωmin ∼ u/(La), kde u znač́ı rychlost zvuku; p̌ŕıslušná
nejvěťśı hodnota 〈Q2

s 〉 podle ekvipartičńıho teorému je
∼ kBTa

2L2/(Mu2), a tedy nejvěťśı hodnota (κ2
s 〈Q2

s 〉) je
∼ B/L, kde B ≈ K2kBTa

2/(Mu2), takže všechny argu-
menty Besselových funkćı v (13) jdou k nule pro N →∞

◮ s t́ım bude (sledujeme jen závislost na N):

Z ∼
∑

s κ
4
s 〈Q2

s 〉2 ∼ N−2
∑

s k
−4
s , a tedy

Z ∼ N−1

∫ kmax

kmin

k−4k2dk ∼ (Nkmin)
−1 ∼ N−2/3,

č́ımž je důkaz hotov



• poznámka k fononovým módům s k = 0:
Pro ťri fononové módy s nulovým k vektorem je jejich
fononová frekvence nulová (akustické fonony), takže postup
popsaný výše se nedá použ́ıt. Př́ıslušné p̌ŕıspěvky do
hamiltoniánu (11) jsou P2

0j/(2M), j = 1, 2, 3, a význam
veličin P0j je žrejmý, nebot’ podle rov. (10) plat́ı:

P0j =
1√
N

e(j)(0) · ptot , ptot =
∑

R

pR .

Tedy: P0j je úměrné pr̊umětu celkové hybnosti krystalu ptot

do vektoru e(j)(0). Pak je:
∑3

j=1 P
2
0j/(2M) = p2

tot/(2NM) ,

což odpov́ıdá kinetické energii posuvného pohybu celého
krystalu (s hmotou NM). Vliv tohoto pohybu je změna energie
(frekvence) emitovaného fotonu o energii zpětného rázu;
v limitě N →∞ lze tento vliv zanedbat.



3 Kvantový popis pohybu jader

◮ el.-mag. pole – klasicky

◮ kmity jader i vniťrńı stupně volnosti jader – kvantově

3.1 Jádro v poli jednoho oscilátoru

• pro jádro v poli jediného lineárńıho harmonického oscilátoru
s hamiltoniánem

Ĥosc =
p̂2

2M
+

Mω2

2
q̂2 , (15)

jehož vlastńı hodnoty jsou En = ~ω(n + 1
2
), n = 0, 1, . . . ,

bude ḿıt časově závislý interakčńı hamiltonián Ĥ ′(t) tvar
[srv. s rov. (2)]



Ĥ ′(t) = Ĥ ′

nucl exp(−iKq̂) exp(iΩt) + h.c. . (16)

Pro pravděpodobnost p̌rechodu za jednotku času mezi

◮ počátečńım stavem |i〉 s jádrem v excitovaném stavu
a oscilátorem ve stavu n a

◮ konečným stavem |f 〉 s jádrem v základńım stavu
a oscilátorem ve stavu n′

dostaneme frekvenčńı závislost (Fermiho zlaté pravidlo):

wi→f (Ω) ∼ |Cn′n|2 δ
(

Ω− Ω0 + (n′ − n)ω
)

, (17)

kde Cn′n znač́ı maticový element

Cn′n = 〈n′ |exp(−iKq̂)| n〉 . (18)



• vztah (17) znamená existenci p̌rechodů s frekvencemi Ω
posunutými vzhledem k Ω0 o (n′ − n)ω;
intenzity jednotlivých p̌rechodů jsou úměrné |Cn′n|2

• maticové elementy Cn′n splňuj́ı sumačńı pravidlo
[důsledek unitarity operátoru exp(−iKq̂) ]

∞
∑

n′=0

|Cn′n|2 = 1 , (19)

takže C 2
nn udává relativńı intenzitu komponenty

s nezměněnou frekvenćı Ω0 (Cnn jsou reálné)



• porovnáńı klasického a kvantového popisu pohybu jádra:

◮ klasicky: posuv frekvence o nω s intenzitou |Cn|2,
kde Cn – Fourier̊uv koeficient funkce exp[−iKq(t)]

◮ kvantově: posuv frekvence o (n′− n)ω s intenzitou |Cn′n|2,
kde Cn′n – maticový element operátoru exp(−iKq̂)

=⇒ v obou p̌ŕıpadech jsou v emisńım spektru obsaženy
frekvence lǐśıćı se od Ω0 o celoč́ıselný násobek frekvence
oscilátoru ω;
kromě toho je v obou p̌ŕıpadech ve spektru p̌ŕıtomna též
nezměněná frekvence Ω0



• emisńı spektrum souboru identických jader o teplotě T bude
obsahovat čáru s frekvenćı Ω0 s relativńı intenzitou 〈C 2

nn〉,
kde 〈Xn〉 ≡

∑

∞

n=0 ρnXn znač́ı statistické sťredováńı
s boltzmannovským rozděleńım, tj. ρn ∼ exp(−βEn);
pro 〈C 2

nn〉 lze źıskat dolńı odhad

〈C 2
nn〉 ≥ 〈Cnn〉2 ,

〈Cnn〉 = 〈exp(−iKq̂)〉 = exp

(

− K 2

2
〈q̂2〉

)

. (20)

Přesný vztah zńı:

〈C 2
nn〉 = exp

(

−K 2〈q̂2〉
)

J0

(

iK 2
√

〈q̂2〉2 − 〈q̂2〉20
)

, (21)

kde 〈q̂2〉0 = ~/(2Mω) znač́ı kvadrát výchylky oscilátoru
v základńım stavu.
Toto jsou kvantové analogie klasických vztahů (8) a (9).



0 q

ϕ0(q)

lineárńı harmonický oscilátor:

vlnová funkce základńıho stavu

〈q̂2〉

〈q̂2〉0

T
0

〈C 2
nn〉

T
0

1



Kvantová statistika pro harmonický oscilátor

• hamiltonián kvantového lineárńıho harmonického oscilátoru
s frekvenćı ω je ( n̂ – operátor počtu kvant, n̂ = â+â )

Ĥ =
P̂2

2M
+

Mω2

2
Q̂2 = ~ω

(

n̂ +
1

2

)

• kvantové statistické sťredováńı 〈. . . 〉 je obecně definováno
pomoćı

〈Â〉 = 1

Z
Tr

[

exp
(

−βĤ
)

Â
]

, Z = Tr
[

exp
(

−βĤ
)]

,

kde Â je libovolný hermitovský operátor, Tr znač́ı stopu
operátoru a β = 1/(kBT )



• ze známého spektra hamiltoniánu oscilátoru lze (pomoćı
součtu nekonečné geometrické řady a daľśıch identit) odvodit:

〈n̂〉 =
1

exp(β~ω)− 1
,

〈Ĥ〉 =
1

M
〈P̂2〉 = Mω2〈Q̂2〉 =

~ω

2
coth

(

β~ω

2

)

,

〈exp(cQ̂)〉 = exp

(

c2

2
〈Q̂2〉

)

,

kde c je libovolná (i komplexńı) konstanta.
Horńı vztah – Bose-Einsteinova distribučńı funkce.
Vztahy na prosťredńım řádku p̌rejdou pro ~ω ≪ kBT

[tj. v klasické limitě (~→ 0), nebo v limitě vysokých teplot
(T →∞)] do odpov́ıdaj́ıćıch vztahů klasických.



3.2 Jádro v pevné látce

• postup analogický s p̌redchoźım

◮ p̌rechod k normálńım soǔradnićım je stejný jako v klasickém
p̌ŕıpadě (pouze ḿısto q, p,Q,P máme q̂, p̂, Q̂, P̂)

◮ fononové módy: s ≡ (kj) s frekvencemi ωs

(a s efektivńımi vlnovými č́ısly κs)

◮ kvantové stavy: |i〉 = jádro excit. + mř́ıžka n ≡ {ns}
|f 〉 = jádro zákl. + mř́ıžka n′ ≡ {n′s}

◮ v emisńım spektru jsou obsaženy frekvence
Ω = Ω0 +

∑

s(ns − n′s)ωs

◮ relativńı intenzita f čáry s frekvenćı Ω0 (tj. n′s = ns pro
všechny módy s) je rovna součinu výraz̊u 〈C 2

nn〉 z rov. (21)
p̌res všechny módy



• vyjde, že intenzita čáry s nezměněnou frekvenćı Ω0

(tj. četnost jaderného p̌rechodu bez změny fononového stavu
krystalu) je dána kvantovým Lambovým-Mössbauerovým
faktorem

f = exp
[

−
〈

(K · q̂)2
〉]

; (22)

jeho hodnota je menš́ı než v p̌ŕıstupu klasickém (14), zejména
pro ńızké teploty, avšak dostatečná pro pozorováńı i aplikace

〈(K · q̂)2〉

T
0

f

T
0

1



4 Vztah k Debye-Wallerovu faktoru

• teplotńı závislost intenzity difrakčńıch maxim (neutrony,
rtg. zá̌reńı)

b b b

b b b

b b b

k, ε

k′, ε′

k

k′ K

• ~K – p̌renesený impuls pro p̌rechod
od dopadaj́ıćı částice (energie ε, vlnový vektor k )
k vylétávaj́ıćı částici (energie ε′, vlnový vektor k′ ),

tedy K = k− k′ (pro elastický rozptyl: ε′ = ε, |k′| = |k| )



• uvažujeme jen Bravaisovy mř́ıžky (uzlové body R) obsazené
shodnými jádry/atomy s identickými rozptylovými vlastnostmi
[neutrony: rozptylová délka (amplituda rozptylu,

Fermiho pseudopotenciál),
rtg. zá̌reńı: atomový rozptylový faktor (formfaktor)]

• bez fononů je intenzita IK ∼ |AK|2, kde amplituda AK je

AK ∼
∑

R

exp(iK · R) ∼
∑

G

δ(K−G) , (23)

tj. maxima nastávaj́ı pro K = G, kde G znač́ı mř́ıžové
vektory reciproké mř́ıžky (Braggova podḿınka)
[rov. (23) plat́ı pro nekonečně velké ideálńı krystaly]

• jaký je vliv fononů a jak je započ́ıst?



• se zahrnut́ım fononů nutno uvažovat diferenciálńı účinný
pr̊ǔrez s rozlǐseńım energie i směru vylétávaj́ıćıch částic
(podle Fermiho zlatého pravidla)

d2σ

dΩ′ dε′
∼

∑

n,n′

ρn

∣

∣

∣

〈

n′
∣

∣

∣
V̂K

∣

∣

∣
n
〉
∣

∣

∣

2

δ(ε′ + En′ − ε− En) , (24)

kde element prostorového úhlu dΩ′ se vztahuje ke směru
vektoru k′, indexy n, n′ č́ısluj́ı vlastńı stavy fononového
hamiltoniánu p̌ŕıslušej́ıćı vlastńım energíım En, En′

a ρn je váhový faktor pro statistické sťredováńı p̌res počá-
tečńı fononové stavy, tj. ρn ∼ exp(−βEn), β = (kBT )−1.
Poruchový operátor V̂K působ́ı na Hilbertově prostoru
fononových stavů a je definován vztahem

V̂K =
∑

R

exp [iK · (R+ q̂R)] , (25)

kde q̂R je operátor výchylky jádra z rovnovážné polohy R.



• pomoćı Fourierovy reprezentace δ-funkce,
tj. δ(a) ∼

∫

∞

−∞
exp(iat)dt, p̌reṕı̌seme rov. (24) na

d2σ

dΩ′ dε′
∼

∑

n,n′

ρn

〈

n

∣

∣

∣
V̂+
K

∣

∣

∣
n′
〉〈

n′
∣

∣

∣
V̂K

∣

∣

∣
n
〉

×
∫

∞

−∞

exp[i(En′ − En)t/~] exp[i(ε
′ − ε)t/~] dt . (26)

Zavedeme-li časově závislý poruchový operátor V̂K(t) v
Heisenbergově reprezentaci s fononovým hamiltoniánem Ĥ ,

V̂K(t) = exp(iĤt/~) V̂K exp(−iĤt/~) , (27)

pak lze pro maticový element v rov. (26) psát vztah

exp[i(En′ − En)t/~]
〈

n′
∣

∣

∣
V̂K

∣

∣

∣
n
〉

=
〈

n′
∣

∣

∣
V̂K(t)

∣

∣

∣
n
〉

. (28)



• s t́ım lze diferenciálńı účinný pr̊ǔrez (26) p̌repsat
do kompaktńıho tvaru

d2σ

dΩ′ dε′
∼

∫

∞

−∞

∑

n,n′

ρn

〈

n

∣

∣

∣
V̂+
K

∣

∣

∣
n′
〉〈

n′
∣

∣

∣
V̂K(t)

∣

∣

∣
n
〉

× exp[i(ε′ − ε)t/~] dt

=

∫

∞

−∞

∑

n

ρn

〈

n

∣

∣

∣
V̂+
K V̂K(t)

∣

∣

∣
n
〉

exp[i(ε′ − ε)t/~] dt

=

∫

∞

−∞

〈

V̂+
K V̂K(t)

〉

exp[i(ε′ − ε)t/~] dt , (29)

kde 〈. . . 〉 zahrnuje kvantově-mechanické sťredováńı
v jednotlivých vlastńıch stavech a statistické sťredováńı
p̌res všechny vlastńı stavy (p̌ri teplotě T )



• v nejjednoduš̌śım p̌ribĺıžeńı (dob̌re splněném pro spojitá
fononová spektra v limitě velkých čas̊u, t → ±∞) lze položit

〈

V̂+
K V̂K(t)

〉

≈
〈

V̂+
K

〉〈

V̂K(t)
〉

, (30)

což d́ıky 〈V̂K(t)〉 = 〈V̂K〉 zredukuje rov. (29) na elastický
p̌ŕıspěvek k účinnému pr̊ǔrezu

d2σel

dΩ′ dε′
∼

∣

∣

∣

〈

V̂K

〉
∣

∣

∣

2

δ(ε′ − ε) . (31)

Integraćı p̌res energii vylétávaj́ıćı částice ε′ z toho plyne
diferenciálńı účinný pr̊ǔrez rozlǐsuj́ıćı pouze směr vylétávaj́ıćıch
částic:

dσel

dΩ′
∼

∣

∣

∣

〈

V̂K

〉
∣

∣

∣

2

. (32)



• poznámky k rovnosti 〈V̂K(t)〉 = 〈V̂K〉 :
◮ obecně : 〈Â〉 = Tr{ρ̂Â}, ρ̂ = Z−1 exp(−βĤ),

Z = Tr{exp(−βĤ)} =⇒ Tr{ρ̂} = 1

◮ v bázi vlastńıch stavů Ĥ [ tj. |n〉, En, n = . . . ] :

Z =
∑

n exp(−βEn), 〈Â〉 = ∑

n ρn 〈n|Â|n〉,
ρn = exp(−βEn)/Z

◮ pro stopu : Tr{ÂB̂} = Tr{B̂Â}, Tr{ÂB̂Ĉ} = Tr{Ĉ ÂB̂}
◮ pro Â(t) = exp(iĤt/~) Â exp(−iĤt/~) :

〈Â(t)〉 = Z−1Tr{exp(−βĤ) exp(iĤt/~) Â exp(−iĤt/~)}
= Z−1Tr{exp(−iĤt/~) exp(−βĤ) exp(iĤt/~) Â}
= Z−1Tr{exp(−βĤ) Â} = 〈Â〉



• pravá strana aproximace (30) využ́ıvá jen sťredńı hodnotu
poruchového operátoru V̂K, což odpov́ıdá elastickému
rozptylu s nezměněným fononovým stavem krystalu;
p̌ŕıspěvky k neelastickému rozptylu (s emiśı a/nebo absorpćı
fononů) lze źıskat z rozd́ılu obou stran rov. (30)

• pro 〈V̂K〉 s využit́ım normálńıch soǔradnic vyjde

〈

V̂K

〉

=
∑

R

exp(iK · R) 〈exp(iK · q̂R)〉 ,

〈exp(iK · q̂R)〉 = exp(−WK) , WK =
1

2

〈

(K · q̂R)
2
〉

, (33)

kde WK je úměrné sťredńı hodnotě kvadrátu výchylky jádra
ve směru vektoru K; p̌ritom WK záviśı na směru i velikosti
vektoru K, ale nezáviśı na R



• pro intenzitu elastického rozptylu (difrakce) pak podle
rov. (32) a rov. (33) vyjde

dσel

dΩ′
∼

∣

∣

∣

〈

V̂K

〉
∣

∣

∣

2

= exp(−2WK)

∣

∣

∣

∣

∣

∑

R

exp(iK · R)
∣

∣

∣

∣

∣

2

, (34)

čili maxima intenzity nastávaj́ı opět pro K = G, ale hodnoty
těch maxim jsou sńıženy p̌ŕıslušným Debye-Wallerovým
faktorem exp(−2WG)

• podobnost Lambova-Mössbauerova a Debye-Wallerova
faktoru: srv. rov. (14), rov. (22) a rov. (33);
oba faktory odrážej́ı p̌renos impulsu na krystalovou mř́ıžku


